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Points singuliers

Exercice 1
Calculer la multiplicité d’intersection & 1'origine des courbes d’équations (2% + y?)% + 322y — y3,
(22 4+ y?)? — 42%y?.

Exercice 2
Montrer que toute courbe projective plane non singuliere est irréductible.

Exercice 3
Montrer qu'une courbe algebrique projective de degré n sans facteurs multiples de CP? a au
plus in(n — 1)points singuliers. (Attention la courbe n’est pas supposée irréductible.)

Exercice 4

Utiliser le théoréme de Bézout pour montrer que si une courbe projective C' de CP? de degré
n contient strictement plus de n/2 points singuliers se trouvant sur une méme droite L alors L
est une composante de C'.

Exercice 5 (Cubiques de CP?)
Une cubique de CP? est une courbe projective de degré 3.

1. On suppose que (0 : 0 : 1) est un point singulier de la cubique C. Montrer qu’'une équation
de C est de la forme :

(une conique en z et y) - z = une cubique en z et y.
2. Montrer que I'on peut changer les coordonnées pour que ’équation de C' soit
y?z = une cubique en x et y, ou xyz = une cubique en x et y.
3. Montrer qu’apres un changement du type z — ax+By+~z, une équation devient (b € C) :
v’z = (x+by)®, ou wyz=(rv+y)

4. Avec une tranformation supplémementaire, montrer qu’une cubique irréductible singuliere
est projectivement équivalente a :

vz=2 ou yPz=2%(r+2).

5. Quelles sont les points singuliers des cubiques de la liste précédente ?

6. Quels sont les points singuliers de la cubique : y*2 = z(z — 2)(z — X\z), A € C\ {0, 1}.



Exercice 6 (Multiplicité en un point)

Soit C une courbe affine de C?, et f € C[z,y] un polynéme minimal pour C'. Pour p = (a, b) € C?
on écrit le développement de Taylor de f en p.
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La multiplicité de C' en p est définie par

ord,(C) := min{k | f # 0}.

Remarque : cela s’appelle aussi la multiplicité de f en p, ou 'ordre de f en p.
Fixons p € C, notons m = ord,(C'). p est un point simple si m =1 et un point multiple sinon.
Pour m = 2 on parle d'un point double, pour m = 3, d’un point triple,... Le polynome f,,
est un homogene et se décompose donc en produit de forme linéaire : f,, = [[¢;. Les droites
(¢; = 0) sont les tangentes de C' en p. Un point multiple est dit point multiple ordinaire s'il a
exactement m tangentes (on ne tient pas compte des éventuels exposants Ef’)

1. Vérifier les propriétés suivantes :
(a) 0 < ordy(C) < degC.
(b) pe C < ord,(C) > 0.
(c) C est singulier en p < ord,(C) > 1.

2. Trouver la multiplicité et les tangentes a 1’origine de la courbe définie par
(22 +y*)? — 322y — o>

3. Soit L est une droite passant par p.

(a) Montrer que
ord,(C') < mult,(C, L).

b) Montrer que I'inégalité ci-dessus est stricte si et seulement si L est une tangente a
g g
C en p.

4. On peut montrer la formule suivante pour une courbe projective irréductible C' de degré
n.
> ord, Clord, C = 1) < (n—1)(n — 2).
p€eSing C'
C’est une une amélioration de la formule du cours sur le nombre de points singuliers.
Que donne cette formule pour une courbe de degré 37 de degré 47 Que donne la courbe
Xn-yr1iz =o.



