Chapitre 1

Eléments aléatoires d’un Banach

Dans la théorie classique des probabilités, une variable aléatoire ou un vecteur aléa-
toire sont des applications mesurables d'un espace (€2, F) dans R ou R? munis de leur
tribu borélienne. Dans le cas ou l'espace d’arrivée est un espace de Banach B, on par-
lera plutot d’élément aléatoire, é.a., mais ceci suppose une clarification préalable sur les
tribus concernées par la mesurabilité requise.

1.1 Eléments aléatoires de Radon & valeurs dans un
Banach

Sur un espace de Banach, on considere naturellement les deux tribus suivantes :

— B est la tribu borélienne de B engendrée par les ouverts de la topologie forte. On
dit qu'un é.a. X défini sur un espace mesurable (£2,F) et a valeurs dans B est
borélien s’il est F-B mesurable. On dit aussi que X est fortement mesurable.

— @ est la tribu cylindrique® : c’est la plus petite tribu rendant mesurables toutes
les ¢ € B’, dual topologique de B. C’est aussi la tribu engendrée par les o(B, B’)
ouverts de B. Lorsque B = C|0, 1], cette tribu correspond a celle construite & partir
des observations des valeurs d’une trajectoire en un nombre fini de points et est
bien connue en théorie des processus stochastiques. Si X : Q — B est mesurable
F-C, on dit qu’il est faiblement mesurable.

Proposition 1.1. Si B est séparable, les tribus borélienne et cylindrique sur B sont les
meéemes.

Preuve. On a toujours C C B car tout ouvert faible o(B, B’) est ouvert fort.
Pour établir I'inclusion dans I'autre sens, on prouve que tout ouvert fort est dans C
en montrant que

a) Si B est séparable, tout ouvert de B est réunion dénombrable de boules ouvertes.

b) Si B est séparable, toute boule ouverte appartient a C.

1. Abus de langage pour tribu engendrée par les ensembles cylindriques



Chapitre 1. Eléments aléatoires d’un Banach

Preuve de a). Soit W un ouvert fort de B. Comme il hérite de la séparabilité de B, il
existe une suite {z;, i € N} dense dans W. On vérifie alors que W est égal a la réunion

dénombrable
V= U Az, ),
ieN, reQ
A(z;,r)CW
ou A(z;,r) := {x € B; ||x — ;]| < r}. Par construction V' est inclus dans W. Pour

montrer l'inclusion inverse, considérons un élément = quelconque de W. Puisque W
est ouvert, il existe un rationnel r > 0 suffisamment petit pour que A(z,2r) C W. Par
densité de la suite {z;, i € N} dans W, on peut alors trouver un x;, tel que ||z;, —z|| <.
Alors tout y € A(z,,r) vérifie ||y — x| < ||y — x| + ||zi, — ]| < 2r, donc y €
A(z,2r) C W. On en déduit que A(z;,,r) C W et comme z € A(z;,,r), ceci montre
que x appartient a V. Ceci étant vrai pour tout x de W, on a bien W C V et finalement
W =V. ]

Preuve de b). 11 est clair qu’il suffit de montrer que la boule unité A := A(0, 1) est
dans €. On sait, cf. cours d’Analyse Fonctionnelle Appliquée, que si B est de dimension
infinie, A n’est pas un ouvert de la topologie o(B, B'). Comme A = ¢~ !(] — 0o, 1]) avec
¢ : B — R,z ||z|, il nous suffit en fait de montrer que ¢ est mesurable C-Bor(R), ou
Bor(R) désigne la tribu borélienne de R. Par séparabilité de B, on dispose d’une suite
{z;, i € N} dense dans B. On peut alors lui associer une suite {f;, ¢ € N} dans B’
telle que pour tout i, || f;|| g = 1 et fi(z;) = ||z;]|, Pexistence de cette suite résultant du
théoreme de Hahn-Banach. Nous allons vérifier que ¢ = sup,y | fi|, ce qui entrainera sa
mesurabilité comme sup d’une famille dénombrable d’applications C-Bor(R) mesurables.

D’une part puisque les f; sont de norme 1 dans B’, on a pour tout = € B, et tout
i€ N, ||lz|| > |fi(x)| d’ou ||z]| > sup;ey | fi(x)], autrement dit, ¢ > sup,cy | fi|. D’autre
part, pour chaque = de B, il existe une sous-suite (x;, )y>1 convergeant fortement vers .
Cette convergence entraine celle des normes et on peut écrire :

ol = Jim_ e s = Jim_fi(r) = lim_fi (@) < sup |fia).

en utilisant pour la derniere égalité le fait que

1o (i) = fiu @) 5 < firllpllwi — 2llp = llws, — 2l 0.
oo

Comme z était quelconque, on en déduit que ¢ < sup;cy|fi| et finalement que ¢
SUp;en | fil-

(I A

La preuve de la proposition 1.1 est terminée.

Si B n’est pas séparable, on n’a plus en général B = C, ce qui cause quelques ennuis.
Voici un autre inconvénient de la non-séparabilité du point de vue de la mesurabilité :
si les topologies 77 et 7 sur B; et B, ne sont pas a base dénombrable, en général
B ® By # 0(T1 ® Tp), autrement dit : 0(7;) ® 0(72) # 0(7; ® T3). On se heurte donc a
un probleme pour montrer que la mesurabilité de X et Y implique celle de X + Y par
exemple.
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1.1. Eléments aléatoires de Radon & valeurs dans un Banach

Une fagon de surmonter ce probleme de non-séparabilité de 1’espace est de supposer
que 'image d'un é.a. X est séparable (a un ensemble de mesure nulle pres). Ceci nous
amene a définir les é.a. de Radon.

Définition 1.2. Un é.a. borélien X : QQ — B est dit régulier relativement aux compacts,
ou de Radon ou tendu si :

Ve > 0,3K compact, P(X € K)>1—c¢.

Remarque 1.3. Si B est de dimension finie, tout é.a. borélien (par assimilation de B a
R4, il s’agit donc d’un vecteur aléatoire au sens classique) est tendu. Exercice laissé au
lecteur (démontrez le directement sans utiliser la proposition 1.4 ci-dessous).

Proposition 1.4. X est tendu si et seulement s’il prend presque sturement ses valeurs
dans un s.e.v. fermé séparable E de B, i. e. P(X € E) = 1.

Dans la suite, on note Px la loi de X qui est une probabilité sur la tribu borélienne

de B : Py(A) = P(X € A).

Preuve. Si X est tendu, il existe une suite croissante (K, ),>1 de compacts de B (K, C

K1) telle que :

1
Yn>1, PXeK,)>1-——.
n

Par continuité séquentielle croissante de la mesure P, on en déduit que

n—-4o00

P(X € L>JlKn) = lim P(X e K,)=1.

L’union des K, étant séparable (pourquoi?), on prend pour F le s.e.v. fermé* de B
engendré par cette réunion. En effet E est alors lui aussi séparable (justifiez) et P(X €
E)=1.
Réciproquement, si F est un s.e.v. fermé séparable de B vérifiant P(X € F) =1 et
si {x, k € N} est une suite dense dans F, on a :
Yn>1 FEC U Z(xk,l),
n

keN

en notant A(z, L) la boule fermée de centre x et de rayon r. On en déduit que pour tout
n>1, PX(kUNA(:Bk, 1/ n)) = 1 d’ou en utilisant la continuité séquentielle croissante de
€
PX7
— €

Vn > 1, AN P U A 1 >1——.

On prend alors : -
K=K(E)=n U Az, 1/n).

n>1k<N(n)

2. En dimension infinie, un sous-espace vectoriel n’est pas toujours borélien. Le fait de prendre F
fermé est donc une utile précaution.
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On a bien : .
C 6 R
Px(K)SnZ:;Z—n—cf,

d’out P(X € K) > 1—¢. De plus K est compact car fermé dans B complet donc complet
lui-méme et pour tout § > 0, il est clair que 'on peut recouvrir K par un nombre fini
de boules de rayon § (précompacité?). O

Proposition 1.5. Si X et Y sont des é.a. de Radon telles que Vf € B', f(X) et f(Y)
ont méme loi, alors X et'Y ont méme loi.

Preuve. Puisque X et Y sont de Radon, il existe un s.e.v. fermé séparable E de B
tel que P(X € FetY € E) = 1. La tribu borélienne de E et sa tribu cylindrique
(engendrée par E') coincident. Toute g € E’ admet par le théoreme de Hahn-Banach
un prolongement ¢ en une forme linéaire continue sur B. On a clairement g(X) = g(X)
p.s. et g(Y) = g(Y) p.s., on en déduit en utilisant ’hypothese, que pour tout g € E',
g9(X) et g(Y) ont méme loi. Comme la tribu borélienne By de E coincide avec sa tribu
cylindrique Cg, on peut montrer que Px et Py sont égales sur la tribu borélienne de
puis en déduire que X et Y ont méme loi. Voici comment faire.

La tribu € sur F est engendrée par les cylindres, i. e. les ensembles de la forme
C = N,g; "(D;) ou les D; sont des boréliens de R. En passant par la caractérisation
des lois en dimension finie par leurs fonctions caractéristiques, on vérifie que les vecteurs
aléatoires U := (g1(X),...,9.(X)) et V := (¢1(Y), ..., ga(Y)) ont méme loi. En effet
pour tout t = (t1,...,t,) dans R", on a

wu(t) = Eexp(i(t,U)) = Eexp(ih(X))

ou h est la forme linéaire continue ¢;g; + - -+ + t,g,. Par hypothese h(X) et h(Y') ont
méme loi, ce qui entraine que les variables aléatoires complexes bornées exp(ih(X)) et
exp(ih(Y)) ont méme loi donc méme espérance. Ceci peut se rééerire @y (t) = v (t)
et comme t était quelconque, on en déduit ¢y = ¢y, ce qui montre que les vecteurs
aléatoires U et V de R™ ont méme loi. Ce raisonnement est valable pour tout n > 1 et
tout choix de ¢y, ..., g, dans B'.

On en déduit que Px(C) = Py (C) pour tout cylindre C. Pour justifier cette affirma-
tion, on écrit :

Px(C) = P(X € g (D)

- P((gl(X),...,gn(X)) €Dy x - an>
= P(U€Dyx-xD,)=Py(Dyx-x D).

3. Rappel : un espace métrique est dit précompact si son complété est compact. Un espace métrique
est précompact si et seulement si pour tout § > 0, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules de
rayon 9.
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1.2. Intégrale de Bochner

De méme Py (C) = Py(D;y x --- x D,,). Comme les vecteurs aléatoires U et V de R" ont
meéme 101, PU<D1 X X Dn) = PV(DI X X Dn), d’ou Px(C) = Py(C)

La classe des cylindres est stable par intersection finie et engendre la tribu €, donc
Px et Py coincident sur Cg, donc sur Bg. Enfin pour tout borélien A de B,

Py(A) = Px(AN E) = Py(ANE) = Py(A).
]

Corollaire 1.6. 57 X est un €.a. de Radon a valeurs dans B, sa fonctionnelle caracté-
ristique définie sur B’ par

ox(f) =Eexp(if(X)), feB,
détermine la loi de X.

Pour définir 'espérance d’un élément aléatoire, il y a deux approches concurrentes :

La premiere consiste a adapter la construction de I'intégrale de Lebesgue des fonctions
2 — R au cas des fonctions a valeurs dans B. Rassurez vous, cela ira beaucoup plus vite,
justement parce que l'on dispose déja de l'intégrale de Lebesgue des fonctions a valeurs
réelles. Cette approche conduit a la notion d’intégrale « forte » ou « de Bochner ».

La deuxieme approche consiste a utiliser les formes linéaires continues sur B pour
se ramener en dimension 1 et a définir 'espérance de X implicitement par 1’égalité
f(EX) = Ef(X) pour toute f € B’. On parle alors d’intégrale « faible » ou intégrale
« de Pettis ». Nous allons examiner ces deux constructions et les comparer.

1.2 Intégrale de Bochner

Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré (Q, F, p) fixé, F est une
tribu sur €2 et p une mesure positive sur (£, F), pas nécessairement une probabilité.

Définition 1.7 (fonction simple). Une fonction X : Q — B est dite simple si elle peut
s’écrire

X:Zm&, (1.1)
1=0

ot Ag, Ay,..., Ay €F, zo,x1,...,2, € B, avec u(A;) < +oo pour tout i = 0,...,n et
les A; deux a deux disjoints.

Notons que X est constante sur chaque A; (Vw € A;, X(w) = ;) et nulle en dehors

de U A;. La décomposition ci-dessus n’est en général pas unique (on n’impose pas
0<i<n

aux x; d’étre tous distincts).

Définition 1.8 (intégrale de Bochner d’une fonction simple). Si X est simple, on définit
son intégrale de Bochner (sur ), relativement a p) par

/QXdu = inu(Ai), (1.2)

ot les x; et les A; sont ceux fournis par (1.1).
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Chapitre 1. Eléments aléatoires d’un Banach

Bien str on voit immédiatement que cette définition pose un probleme de cohérence
lié a la non unicité de la décomposition (1.1). Réglons ce probléme en montrant que si
X=>%", x& A = Z;.”:O y;1 B les B; étant eux aussi deux a deux disjoints et de mesure
fine, alors Y i wipu(Ai) = 371 y;u(B;). Posons

AWM:Q\(%AH Bmﬁ;za\Q#y
1= j=

Soit i un indice pour lequel z; # 0. Alors on a

Cs

m:&mchO:Tﬂ&m&p;(&m&y
j= j=

0

en remarquant que A; N B,,41 = 0 puisque si w € A; N B,,41, on doit avoir a la fois
Xw)=z; #0carw € A; et X(w) =0 car w € B,,11, ce qui est contradictoire. De

meéme si y; # 0, B; = CJO(Ai N B;). Remarquons aussi que si A; N B; # (), nécessairement
=

x; = y; puisque X est constante valant z; sur A; et constante valant y; sur B;. Nous

pouvons maintenant écrire

n

i=0,2;7#0 i=0,2;%0  j=0
n m
DY) PNTRLY

i=0 j=0

= > yu(Ain By

i=0 j=0

= Z%ZM(AWBJ‘)
= Yy > wANB)

j=04;#0 =0
m

= > yu(By)
=045 #0

= Z yju(Bj).

Remarques 1.9. On voit immédiatement que l'intégrale de Bochner des fonctions
simples est linéaire :

/(aX+bY)du:a/Xdu+b/Ydu, (1.3)
Q Q Q

pour tous réels a et b et toutes fonctions simples X et Y. Notons au passage que méme si
B n’est pas séparable, il n’y a pas de probleme pour la mesurabilité de la somme X +Y
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1.2. Intégrale de Bochner

de deux focntions simples car on peut 1’écrire comme une somme finie d’indicatrices
d’éléments de la tribu J.
De plus pour toute fonction simple X, on a

[ ] = 2

Cette derniere intégrale est une intégrale au sens classique de Lebesgue de la fonction
mesurable positive || X : Q — R,.

<3 (A = / 1X | d. (1.4)

Définition 1.10 (Intégrale de Bochner). Soit X fortement mesurable Q2 :— B. On dit
que X est pu-Bochner intégrable s’il existe une suite de fonctions simples X,, telle que

X, % X (1.5)
et
/ 1, = X[ djp — 0. (1.6)
Q n—+o0o
On pose alors
Bochner
/ Xdp = / Xdp:= lim / X, dpu. (1.7)
Q Q =t Jo

Dans cette définition, l'intégrale utilisée dans (1.6) est une intégrale au sens de Le-
besgue. En particulier si p est une probabilité, on peut aussi I'écrire E|| X, — X||. L’in-

tégrale [, X, dp utilisée dans (1.7) est I'intégrale de Bochner d'une fonction simple au

sens de (1.2). Nous n’utiliserons la notation plus lourde ;23 ochner que lorsqu’il s’agira de

comparer intégrale de Bochner et intégrale de Pettis. Dans toute la suite de cette section,
nous emploierons la notation simplifiée fQ X dy pour I'intégrale de Bochner de X.

La définition 1.10 nécessite quelques justifications que nous détaillons maintenant.
L’espace de Banach B étant complet, on établit I'existence de lim, ., fQ X,dp en
vérifiant que la suite ( fQ X, du) >, st de Cauchy comme suit :

H/QXnd,u—/Qde,uH = H/Q(X"_Xm)d/“‘H par (1.3),

< [0 - Xalldu par (1)
Q

< [ = XNt [ 1X - Xl
Q Q
< 2, Vn,m > N(e) par (1.6).

Montrons maintenant que la limite fQ X dp ne dépend pas du choix de la suite approxi-

mante ,,. Soit donc (Y;),>1 une autre suite de fonctions simples telles que Y, =%

et |Y, — X|| — 0. L’argument donné ci-desssus montre que ([, Y, du),>1 est une suite
de Cauchy dans B. Posons alors

r:= lim /Xndu, y = lim Y, du
Q Q

n—-4o0o n—-—4o0
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et définissons la suite (Z,),>1 de fonctions simples par Zoy, 1= Xy, Zog 41 := Xp41. Comme

la suite (Z,,) vérifie elle aussi la condition (1.6), la suite des intégrales ( [, Z, du) oy ©st

de Cauchy dans B donc a une limite z dans B. Cette suite d’intégrales a une sous-suite
convergeant vers x et une autre convergeant vers y donc z = x = y.

Lemme 1.11. Si B est séparable et i finie, toute application fortement mesurable X :
(Q,F, 1) — (B, B) est limite u-p.p. d’une suite (X,,) de fonctions simples.

Preuve. Puisque B est séparable, nous disposons d’une suite (z;);>1 dense dans B. On
a alors pour tout 0 > 0, un recouvrement dénombrable de B par des boules fermées de
rayon o :

1EN*

On en déduit un recouvrement dénombrable de €2 par les ensembles X *1(Z(x,~, 5)) e J.
Par continuité séquentielle croissante de la mesure pu, on a

N — N —

O X (D@ 0) 19 = p( UX 7 (B(:,6))) 1), (N T +o0c).
Ceci étant vrai pour tout § > 0 et u(Q2) étant fini, on en déduit :

N _
¥d >0, ¥n >0, 3N = N(4,7), u( .L_JlX’l(A(va))) > p() — .
Prenant maintenant § = 1/n et n = 27", on obtient
N, _
Vn > 1, IN,, u( Y X (A, 1/n))) > p(2) — 27"
Posons
1/~ k-1 1/
A, =X (A(m, 1/n)), ey Ay = Dl A, NX (A(xk, 1/n)), 2<k<N,.

Apres effacement des Ay, vides, on construit ainsi une partition finie {4;,; j € J,}
N, _
de ing’l(A(xi, 1/n)). On choisit un w; dans chacun des A;, non vides et on pose
y; = X (w;). Notons que par construction, y; € A(z;,1/n). On définit alors la fonction
simple X,, en posant :
X, = Z yila; .,

J€Jn

Par construction p({w € @ | X (w) — X, (w)|| > 1/n}) < 27", d'on

p( U fw e X (@) = X, )| > 1/n}) < Y27 =27, (1.8)

n>m

Posons
D=0 U{we® X~ Xuw)] > 1/n).
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1.2. Intégrale de Bochner

En utilisant la continuité séquentielle décroissante de la mesure finie p, on en déduit de
(1.8) que

u(D) = lim p( U {we D [Xw) = X, w)] > 1/n}) = 0.

m——+00

Remarquons maintenant que w € D¢ = U 0 {we Q; [|[X(w) — Xp(w)|| < 1/n} siet

seulement si : )
Im >1; Vn>m, [|[X(w)—X,(w)] <—.
n

Ainsi I'appartenance de w a D° implique la convergence de X, (w) vers X(w). On en
déduit que
E :={w € Q; X,(w) ne converge pas vers X (w)} C D,

d’ou p(E) = 0, ce qui traduit exactement la convergence p presque partout de X,, vers
X. m

Théoréme 1.12 (c.n.s. de Bochner intégrabilité). Soit X : (Q,F,u) — (B,B) une
application fortement mesurable. Si X est ji-Bochner intégrable, alors [, || X|| dp < 4o0.
Lorsque B est séparable, cette condition équivaut a la p-Bochner intégrabilité de X .

Preuve de : (X p-Bochner intégrable) = [, | X| du < +00. La p-Bochner intégrabilité
de X nous fournit par la définition 1.10 une suite (X,) de fonctions simples telle que
X, PP X et Jo IX5 — X[ dpe — 0. Ceci implique en particulier que pour ng assez
grand* [, || X, —X || dp < +00. Par inégalité triangulaire pour la norme de B, croissance

et additivité de I'intégrale de Lebesgue des fonctions mesurables positives, on en déduit

/WWMS/W%—MWH/W%MM
Q Q Q

Or X,,, étant simple, on a [, [| X, | dpp = 3" ic; [|ng.ill1(Ang.i), pour un certain ensemble
fini Iy avec des A, ; € F de p-mesure finie. Donc [, || Xy, || dp < 400 et finalement
Jo IX | dp < +oo. O

Notons que nous n’avons pas supposé B séparable dans cette premiere partie de la
preuve. Pour la réciproque lorsque B est séparable, nous distinguerons 2 cas selon que
 est finie (le seul cas dont nous ayons besoin dans ce cours) ou non.

Preuve de : ([, || X dp < +00) = p-Bochner intégrable, cas ju(2) < +o0o. Par séparabi-
lité de B, le lemme 1.11 nous fournit une suite (X,,) de fonctions simples convergeant p
presque partout sur €2 vers X. Définissons alors

n@y:{%w>ﬂw&MM<wxwm

0 s X)) = 2IX @) (19)

4. On ne peut pas exclure a priori que [, || X, — X||du vaille 400 pour les premiéres valeurs de n,
mais comme cette intégrale tend vers 0 quand n tend vers l'infini, elle est forcément finie pour n assez
grand !
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Chapitre 1. Eléments aléatoires d’un Banach

Soit ' :={w € Q; X,,(w) — X(w)} et notons que p(2¢) = 0.

Alors Y,, converge vers X au moins sur €', donc Y,, converge vers X u-p.p. sur 2. En
effet si w € ' N{||X]|| > 0}, on a 2| X(w)]| > || X(w)]| et comme X,(w) converge vers
X(w), | Xn()|l < 2||X(w)|| pour tout n supérieur a un certain N(w). Donc pour n >
N(w), Yo (w) = X, (w) et Y, (w) converge vers X (w) comme X, (w). Siw € Q' N{X =0},
on a pour tout entier n || X, (w)| > 2||X(w)|| = 0, donc Y, (w) =0 = X (w) pour tout n
et la convergence de Y, (w) vers X (w) est triviale.

D’autre part, l'inégalité ||Y,, — X|| < 3||X]|| est vraie sur tout  car si | X, (w)| <
2 X (@), V()] = [ Xn(@)] < 2[[X (W) et si [[Xn(w)]] = 2[[X (W), [Yn(w)]] = 0.

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue a la suite
de fonctions mesurables positives ||Y,, — X|| avec fonction dominante 3|| X || qui est u-
intégrable sur Q par hypothese. On en déduit que [, [|Y;, — X || dp tend vers 0 et comme
Y, tend aussi u-p.p. vers X, on conclut a la Bochner intégrabilité de X. O]

Preuve de : ([, || X||du < 400) = p-Bochner intégrable, cas j1(2) = +o0. On se ramene
au cas précédent en découpant €2 en une famille dénombrable de traches de mesures finie
et la tranche {X = 0} qui peut étre de mesure infinie. Plus précisément, définissons

Dy:={IX] > 1}, Dpi={2*<|X[ <2}, ke

On a alors une partition dénombrable de € constituée par {X = 0} et les Dj;. Chaque
Dy est de p-mesure finie en raison de la p-intégrabilité de | X || et grace a I'inégalité de
Markov :

WEeN, u(D) < p({IX] > 24 <2 [ X dp < +ov.
Q

Notons py, la mesure de densité 1p, par rapport a p et Fj la tribu trace de F sur Dy.
En appliquant le cas () fini avec 'espace mesuré (Dy, Fy, p), on peut construire une
suite (Yg,)n>1 de fonctions simples Dy — B telles que Yy, converge fy-p.p. sur Dy
vers la restriction de X & Dy et [|[YVi,(w) — X (w)| < 3||X(w)|| pour tout w € Dj. On
prolonge Y}, a tout Q en posant Yj ,(w) := 0 pour w ¢ Dy, et ce prolongement vérifie
Yin —— X1p, pp.p. et ||V, — X|| < 3||X||1p,. Finalement, on définit une nouvelle

n—-—+00
suite de fonctions simples Y,, en posant :

Yn = i Yk,n
k=1

et on voit que Y, tend vers X u-p.p. (justifiez soigneusement ce point). De plus
1V, = X[ = 3" [Vin = X115, < 331X, < 3X].
k=1 k=1

On peut finalement appliquer le théoreme de convergence dominée pour obtenir la
convergence vers 0 de [, ||Y, — X[ du et conclure & la Bochner intégrabilité de X. [

Corollaire 1.13.
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1.2. Intégrale de Bochner

1. 8@ X : Q — B est u-Bochner intégrable, on a
H/XduH < / I1X | dpe < +oo. (1.10)
Q Q

2. Si B est séparable et [, || X|| dp < 400, alors X est p-Bochner intégrable et véri-
fie (1.10).

Preuve. Le deuxieme point est évident a partir du premier et n’est listé ici que par com-
modité de référence. Démontrons le premier point. Puisque X est p-Bochner intégrable,
Jo [IX I dpe < +00 et nous avons au moins une suite (X,,) de fonctions simples convergent
p-p.p. vers X. A partir de cette suite, nous pouvons définir par (1.9) une suite (Y;,) de
fonctions simples vérifiant

a) /Xd,u: lim Y, du,
Q Q

n—-+00
b) Y, £ X,
n—-4o0o
c) [Yall < 21X

Comme Y, est simple, on a par (1.4),

H/QYnduH g/QuYanu. (1.11)

Par a) on a

H/Xdp” — lim H/YnduH. (1.12)
Q n—toollJg
Par b) et ¢), on a via le théoreme de convergence dominée
[l —— [ 1x)de (1.13)
Q netee Jg
En utilisant (1.12) et (1.13) pour passer a la limite dans (1.11), on obtient la premiere
inégalité de (1.10). O

Corollaire 1.14. Soient By et By deux espaces de Banach, By étant séparable. Soit T
un opérateur linéaire continu By — By et X : (2, F, u) — (B1, B1) p-Bochner intégrable.
Alors T(X) =T o X : (Q,F,u) — (Bz, By) est u-Bochner intégrable et

/QT(X)du:T</QXdu). (1.14)

Notons que dans cet énoncé, B, n’est pas supposé séparable.

Preuve. X étant Bochner intégrable est mesurable F-B; et T est borélienne parce que
continue, donc mesurable B{-B,. Ainsi T o X est mesurable F-B,.
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Chapitre 1. Eléments aléatoires d’un Banach

La pu-Bochner intégrabilité de T'(X) découle facilement de celle de X, de la continuité
de T" et du théoreme 1.12 en écrivant :

J IO, a0 < [ TNl Xl e = 1T | 1K1, e < +oc.

La finitude de cette derniere intégrale provient de la premiere partie du théoreme 1.12 ap-
pliquée avec X et 'espace By. L’espace B, étant séparable, la finitude de [, ||7(X)|| 5, du
implique la p-Bochner intégrabilité de T(X), par la deuxiéme partie du théoréme 1.12
appliquée avec T'(X) et l'espace Bs.

Voyons maintenant la vérification de (1.14). Par p-Bochner intégrabilité de X, nous
disposons d’une suite de fonctions simples X, : 2 — Bj telle que

AR (1.15)
Q n—-+00
et
/X dy —— " /Xd,u (convergence forte dans By). (1.16)
n—-roo (o)

Par continuité de T', on en déduit

(/ X, du) . (/ Xdu) (convergence forte dans By). (1.17)
n—-+0oo Q

La fonction simple X,, peut s’écrire
Xn = E xn,i]-An,ia
i€l

avec I, fini, les A, ; deux a deux disjoints pour n fixé et p(A, ;) < +oo. Pour tout w € €,

(T o X,)(w) =T(X, (mehm > D 1, (@) T (20,),

ZEIn ZEIn

par linéarité de 7' (les x,; sont des vecteurs de By et pour w firé les 14, ,(w) sont des
scalaires). Cette égalité vraie pour tout w € Q) peut se réécrire sous la forme de 1’égalité

fonctionnelle
Xo) =Y T(tni)la,,,
i€l

qui montre que T(Xn) est une fonction simple Q — B,. En particulier I'intégrale de

Bochner fQ ») di a bien un sens. Elle peut se calculer comme suit.
/ W) dp =" T(zn)u(Ang) =T (Z xn,iu(An,i)) =T (/ X, du) . (1.18)
icly, i€l Q

La premiere et la troisieme égalité ci-dessus expriment la définition de l'intégrale de
Bochner d’une fonction simple, la deuxieme égalité vient de la linéarité de T
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1.2. Intégrale de Bochner

Pour établir (1.14), nous allons passer & la limite dans Pégalité [, T(X,)du =
T(fQ X d,u). Par (1.17), le second membre converge vers T (fQXdu). Pour justifier
la convergence du premier membre vers fQ T(X)dp, on écrit les majorations suivantes :

H / T(X,) dy — / T(X) du) - H / T(X, — X) du‘ (linéarité de T)
Q Q By Q By
< / |T(X,, — X)||g,dp (corollaire 1.13.1)
Q
< / 1T (5,81 Xn — X, dpp - (continuité de T')
Q
= ITlecsnmm [ 1% = Xlls, it =0
par (1.15). Ceci acheve la preuve. O

Remarque 1.15. L’examen de la preuve ci-dessus montre que la séparabilité de B, n’a
été utilisée que pour vérifier la p-Bochner intégrabilité de T'(X). Par conséquent si By
n’est pas séparable, (1.14) reste valide a condition de rajouter I'hypothese de p-Bochner
intégrabilité de T'(X).

Théoréme 1.16 (convergence dominée). Soit B un espace de Banach séparable et (X))
une suite de fonctions fortement mesurables (0, F, u) — (B, B) vérifiant :

a) X, 222 X,

n——+o00
b) il existe une fonction g : ) — R, u-intégrable telle que | X,|| < g p-p.p.
Alors les X,, et X sont p-Bochner intégrables et

lim /Xndp:/Xd,u. (1.19)
n—+oo Jo Q

Noter que dans cet énoncé, on ne suppose pas que les X,, sont des fonctions simples.

Preuve. Comme || X,|| < get |[|X|| < g p-p.p., X, et X sont u-Bochner intégrable par
p-intégrabilité de g et le théoreme 1.12. Par le corollaire 1.13.1, on a

H/QXnd”‘/QXd”H = H/Q(X,L—X)dMH S/QHXn—XHdu. (1.20)

Comme ||.X,, — X|| < 2¢g p-p.p. par b) et a) et || X,, — X|| tend vers 0 p-p.p. par a), on
peut appliquer le théoreme de convergence dominée classique pour obtenir la convergence
vers 0 de [, [| X, — X|| dp. En reportant cette convergence dans (1.20) on en déduit la
convergence forte dans B de [, X, du vers [, X dp. O

Remarque 1.17. La séparabilité de B n’a été utilisée dans ce théoreme que pour
établir la p-Bochner intégrabilité de X, et X. Donc si B n’est pas séparable, on a aussi
un théoreme de convergence dominée en rajoutant dans 1’énoncé ci-dessus 1’hypothese
de p-Bochner intégrabilité des X, et de X.
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Chapitre 1. Eléments aléatoires d’un Banach

1.3 Intégrale de Pettis

Rappelons que la tribu cylindrique € sur I’espace de Banach B est la tribu engendrée
par la topologie faible o(B, B’) et que c’est aussi la plus petite tribu rendant mesurables
toutes les formes linéaires continues sur B. Une application X : {2 — B mesurable F-C
est dite faiblement mesurable. Dans ce qui suit, on note (f,z) := f(z), f € B', z € B
la forme de dualité entre B et B'.

Définition 1.18. Soit X : Q) — B faiblement mesurable. On dit que X est scalairement
-intégrable si

Vf e B, /Q|(f,X>]d,u<+oo. (1.21)

Pour construire I'intégrale de Pettis de X, on commence par montrer que si X est
scalairement intégrable, I’application f — fQ< f, X)) du est un élément ¢ du bidual topo-
logique B” de B. Si on peut identifier £ avec un élément = de B, alors on dit que X est
Pettis intégrable et son intégrale de Pettis est précisément cet élément z de B.

Proposition 1.19. Si X est scalairement p-intégrable, ’application
&8 —R fro [ (LX)
Q

est une forme linéaire continue sur B', donc un élément du bidual topologique B".

Remarque 1.20. La linéarité de ¢ découle immédiatement de la linéarité de la forme
de dualité (par rapport a la premiere variable) et de celle de l'intégrale au sens de
Lebesgue des fonctions €2 — R. Si X est Bochner intégrable, 'appartenance de £ a B”
est immédiate en écrivant pour toute f € B’,

[rxvan| < [ 100 [ 151 IX e =17 [ 1Xsde (.22

et en notant que par pu-Bochner intégrabilité de X, [, || X||z du est finie (et constante
relativement & f). Comme sous-produit de (1.22), notons au passage que la u-Bochner
intégrabilité de X implique son intégrabilité scalaire.

Preuve de la proposition 1.19. L’application £ étant clairement une forme linéaire sur
B', il s’agit de prouver sa continuité. Pour cela introduisons 'application linéaire

VB — Ly(Q.F, 1), fr— (f,X).

Nous allons vérifier que ¥ est continue grace au théoreme du graphe fermé. Cela revient
a montrer si (f,,),>1 est une suite dans B’ vérifiant

Li(Q,F 1)
—

fo—Z— f et O(fa) Z

n—-+00 n—-+00

ot f € B et Zely(TF,p),alors ¥(f)=Z.

Y

14 Ch. SuQuEeT, Cours P.E.F. 2006



1.3. Intégrale de Pettis

La convergence de f, vers f dans B’ implique en particulier

VweQ, fu(X(w)) —— f(X(w)),

n—-4o0o

autrement dit

VweQ, (¥(fa))(w) —— (¥(f) W) (1.23)

—+00

D’autre part comme (f,,) converge vers Z au sens Lg(Q, F, 1), on peut en extraire
une sous-suite (¢(fnk>) qui converge vers Z p-p.p. sur 2. Au vu de (1.23), on en déduit
que Z = (f) p-p.p. sur , autrement dit ces deux applications sont égales en tant
qu’éléments de 'espace® L (2, F, 1). La continuité de ¢ est ainsi établie.

Cette continuité se traduit par 1'inégalité

VieB, [Nl < ¥l flls,

ce qui s’écrit encore [, [(f, X)|dp < ||@Z)\|L(B,,L1||f||3/, d’ou

vre B 1enl=| [ Xa] < [ 120 Ul

ce qui établit la continuité de &. O

Définition 1.21 (intégrale de Pettis). Soit X : Q — B scalairement p-intégrable et
¢ Uélément de B" associé a X par (€, f)pn g = [o(f, X)du. On dit que X est Pettis
intégrable si & € J(B), image canonique isométrique de B dans son bidual, autrement
dit si

3%0 G B, Vf G B/, <f, x0>B/7B - /<f7X>B’,B d,U/ (124)
Q
On définit alors l'intégrale au sens de Pettis de X en posant
Pettis
/ Xdp= / X dp = xo. (1.25)
Q Q

Remarque 1.22. Autrement dit, lorsqu’elle existe, I'intégrale de Pettis fQX du est
I'unique vecteur xqg de B vérifiant

ViE B, f(x) = / £(X) dg. (1.26)

Notons que si un tel xg existe, il est forcément unique puisque les formes linéaires conti-
nues sur B séparent les points : si f(z1) = f(z2) pour toute f € B’, nécessairement
1 = T9. Par construction l'intégrale de Pettis commute avec les formes linéaires conti-
nues puisque lorsque X est Pettis intégrable, (1.26) peut se réécrire

Vfe B, f(/QXd,u) :/Qf(X)du. (1.27)

5. Rappelons opportunément que L (€, F, 1) est I'espace des classes d’équivalence modulo I'égalité
u-p-p- des fonctions p intégrables sur 2.
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Chapitre 1. Eléments aléatoires d’un Banach

Proposition 1.23. L’ensemble des fonctions Pettis intégrables (0, F, u) — B est un
espace vectoriel et l'intégrale de Pettis est un opérateur linéaire de cet espace dans B.
De plus pour toute X Pettis-intégrable,

Pettis
|[ xau], < [ 1Xldn < +oc. (1.28)
Q B Q

Pettis

Preuve de (1.28). Soit xy := [, X du. Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe
f € B telle que f(xg) = ||zol|5 et || fllgr = 1. Avec cette f, on a donc

H/Qpettist/LHB:f($o)Z/Qf(X)du < /S)|f<X)|dlL
JAEPIR

- / 1X |1 die < +oo.
Q

IN

O
Proposition 1.24 (comparaison des intégrales de Bochner et Pettis).
a) St X est p-Bochner intégrable, elle est aussi p-Pettis intégrable et
Bochner Pettis
/ Xdyp= / X dp. (1.29)
Q Q
b) La réciproque est fausse.
Preuwve du a). Posons g := ;23 ochner dp. Si X est Bochner intégrable, elle est scalai-

rement intégrable, cf. remarque 1.20. En appliquant le corollaire 1.14 avec T' = f et
By = R séparable, on a

Bochner
vrer. [ra=r ([ xan) = s

Donc X est p-Pettis intégrable et | Pottis

o X dp=m, ce qui justifie (1.29). O

Contre exemple pour le b). On prend B = ¢*(N*) et un espace probabilisé¢ (Q, F, P) sur
lequel on peut définir un élément aléatoire X = (X;);>1 : Q — ¢2(N*) vérifiant ©

X(Q)= U {u;}, wy=(uwi)j=1,  ujs = jly (i)

JEZ*

et

6. Si vous vous interrogez sur l’existence d’une telle construction, notez qu’il suffit de prendre 2 =

2(N*), X : w — w et P la probabilité discrete ne chargeant que les +x,, avec masse cn 2.
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1.3. Intégrale de Pettis

Nous allons montrer que X n’est pas P-Bochner intégrable, mais qu’elle est P-Pettis
intégrable.

Pour le premier point, il suffit de vérifier que [, || X||dP = +o0. Pour cela, intro-
duisons Y, := m,(X) = (X;)1<i<n, OU 7, est la projection orthogonale de ¢*(N*) sur
?({1,...,n}). On a alors clairement ||Y,|| < || X||. On va calculer [, [|Y;||dP pour voir
qu’elle tend vers +o00 avec n. Ce calcul se réduit a celui de l'espérance d’une variable
aléatoire positive discrete :

/Q |, dP = / ImaCONAP = 37 () [ P(X = uy). (1.30)

jET*

) 9 \1/2 I sin > i,
()| = (o i) {o sin < .

d’ou en reportant dans (1.30),

n

. C 1
[mlar= 3 05 =2e3 0 —— e
Q

n—-+00
17

0<l|j|<n j=

On en déduit que [, || X||dP = 4oco et donc que X n’est pas P-Bochner intégrable.

Pour la Pettis-intégrabilité, notons f = (f;);>1 un élément quelconque du dual
(*(N*)' = (*(N*) en rappelant que pour l'espace de Hilbert ¢*(N*), la forme de dualité
est donnée par (f,x) = > ,o, z;f;- En particulier on a pour tout j € Z*, (f,u;) = jfj;-
Vérifions d’abord que X est P-scalairement intégrable. En effet

+o00
/Quf,XMdP = ST u) [P(X = ;) = 2cZ|fj|§
jez* j=1
+o0 1/2 +oo 1 1/2
2c (Z sz) (Z ?) < +00.

j=1

IN

Cette intégrabilité scalaire légitime Vécriture [ (f, X)dP = Y . ;. (f, u;) P(X = u ),
et la sommabilité de la fammille de réels ((f,u;)P(X = uj))jeZ*' Ceci nous autorise a
sommer par paquets indexés par {—j,j}, d’ou

“+o0

Jxap =32G8 - it =0

j=1

Nous venons ainsi d’établir que

Ve (2, /Q<f,X>dP:O:f(O).

P

Autrement dit, X est P-Pettis intégrable et fQ X dP = 0. n
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Chapitre 1. Eléments aléatoires d’un Banach

Nous terminons ce chapitre avec une condition suffisante de Pettis intégrabilité qui
nous sera utile pour I'étude des é.a. gaussiens. Nous ’énoncgons avec une mesure de
probabilité P pour la commodité de référence.

Théoréme 1.25 (condition suffisante de Pettis intégrabilité). Soient B un Banach sé-
parable et X un élément aléatoire de B, défini sur (0, F, P) et scalairement intégrable
(relativement a la mesure de probabilité P). Pour que X soit Pettis intégrable, il suffit
que
Je > 0, fmg P(|f(X)] = e|Ef(X)]) > 0. (1.31)
e !

Preuve. On sait que la formule

Vfe B, (€ Ppp = /Q (X, Yo dP = Ef(X), (1.32)

définit un élément & de B” le bidual topologique de B. Il s’agit de montrer que & appar-
tient a J(B), ou J est l'injection canonique de B dans B”.
Commencons par deux rappels d’analyse fonctionnelle.

1. Si ¢ : B" — R est une forme linéaire continue pour o(B’, B), il existe x € B tel
que Vf € B, &(f) = f(x), autrement dit, £ € J(B), cf. Brézis, Prop. I11.13. La
réciproque étant évidente, on en déduit que B’ muni de la topologie o(B’, B) a
pour dual topologique J(B). Donc pour vérifier 'appartenance a J(B) de £ définie
par (1.32), il suffit de vérifier que £ est continue sur B’ pour la topologie o(B’, B),
ou ce qui est équivalent, qu’elle est continue au point 0.

2. Si B est séparable, la boule unité fermée de B’ est métrisable pour la topologie
o(B', B), cf. Brézis Th. TI1.25.

En combinant les points 1 et 2, il nous suffit donc de vérifier que pour toute suite f,
dans la boule unité de B’ qui converge vers 0 au sens o(B’, B), Ef,,(X) converge vers 0
dans R.

Raisonnons par 'absurde en supposant qu'il existe une suite (f,),>; dans la boule

unité de B’ telle que
o(B’,B)
—_—

Jn

On peut alors trouver un § > 0 et une sous-suite (f,,) tels que

N 0 et Ef,(X)-»0. (1.33)
Vi >1, |Ef, (X)]>o. (1.34)
Introduisons les événements

Ay, :{|fnk(X)|Z€|Efnk(X)|}7 A= rj U.Ak7

ou le réel € > 0 est celui fourni par I'hypotheése (1.31). On a ainsi pour tout k& > 1,
P(Ag) > ¢ >0, avec

ci= inf P(If(X)| > [BS(Y)).
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1.3. Intégrale de Pettis

Posons D; := Uy>;Aj. La suite (D;);>1 est décroissante pour 'inclusion et son intersec-
tion est A. Par continuité séquentielle décroissante de P, P(D;) | P(A). Or pour tout
j > 1, P(D;) > P(A;) > c. Par conséquent, P(A) > ¢ > 0, donc A n’est pas vide. 11
existe donc au moins un wy € A. Pour cet wg, on a

Viz 13k =kwoj) =7 [fu(X(w))| = e[Efn, (X)] = &6.

Mais ceci contredit la convergence o(B’, B) de f,, vers 0, donc (1.33) est fausse, ce qui
acheve la démonstration. O

Remarque 1.26. La condition suffisante (1.31) se généralise immédiatement pour la
Pettis-intégrabilité relativement & une mesure finie 4 (en écrivant [, f(X(w)) du(w) au
lieu de Ef(X)). En effet la seule propriété de la mesure de probabilité P que nous avons
utilisée est la continuité séquentielle décroissante qui reste vraie pour une mesure finie,
mais plus pour une mesure infinie.
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Chapitre 2

Convergence en loi

2.1 Introduction

Ce chapitre fait le point sur la convergence en loi dans un espace de Banach en
dégageant le concept clé d’équitension. Rappelons (cf. définition 1.2) que si B est un
espace de Banach et B sa tribu borélienne, 1'élément aléatoire X : (2,5, P) — (B, B)
est dit de Radon ou tendu si :

Ve >0, 3K compact de B; P(X € K) > 1—«.

Nous avons vu que X est tendu si et seulement s’il existe un s.e.v. séparable fermé F' de
B tel que P(X € F) = 1. En conséquence si B est séparable, tout é.a. borélien a valeurs
dans B est tendu.

Définition 2.1. Soit X un espace métrique, Bx sa tribu borélienne et P [’ensemble
des probabilités sur (X,Bx). On munit P de la topologie faible définie par la base de
voisinages de la forme :

Nty frye oy frr€1y- vy Ep) i= {1/677; ’/xfid('u_y)‘ < &, i:17-~-77"}7

ot € P, r € N*, les f; sont dans Cy(X), espace des fonctions réelles continues bornées
sur X et les ¢; des réels strictement positifs. En particulier, p,, converge faiblement vers
i dans P si et seulement si :

Vf € Cy(3), Afdun - /xfdu-

On dit enfin que la suite d’éléments aléatoires X,, de X converge en loi vers l’élément
aléatoire X si la suite des lois Px, = P o X' converge faiblement vers la loi Px =
PoX™1

Dans le langage de I'analyse fonctionnelle, cette topologie est la topologie trace sur
P de la topologie o(Cj, Cy) ou topologie étoile faible sur le dual de (. Dans tout ce qui
suit, P sera muni de cette topologie. Rappelons les criteres classiques de convergence
des suites pour cette topologie.
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Chapitre 2. Convergence en loi

Théoreme 2.2 (Alexandrov 1943).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) pn converge faiblement vers p quand n tend vers 400 ;
i) Vf e UCY(X), [y fdun — [ fdu;
iii) VE fermé, limsup p,(F) < p(F) ;
iv) VG ouvert, liminf p,,(G) > pu(G) ;
v) Pour tout borélien A tel que u(0A) =0, lim p,(A) = p(A).

Dans ii), UC,(X) désigne 'espace des fonctions réelles uniformément continues bor-
nées sur X.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous prenons pour espace métrique X un espace
de Banach B et nous étudions la convergence en loi dans B.

2.2 Convergence en loi et équitension

La méthode standard pour établir la convergence en loi d’une suite d’éléments aléa-
toires dans un espace de Banach séparable repose sur la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soient X, X,, (n > 1) des éléments aléatoires de l’espace de Banach
séparable B de dimension infinie. Alors X,, converge en loi vers X si et seulement si :
(a) {Px,, n > 1} est relativement compacte ;

(b) Pour tout f € B', f(X,) SRLEN f(X).

Dans le cas ou B est de dimension finie, on voit facilement en utilisant les fonctions
caractéristiques que la convergence en loi de X,, vers X équivaut a (b).

La nécessité de (a) et (b) pour la convergence en loi de X, vers X est évidente. Pour
montrer leur suffisance, on utilise une argumentation standard en analyse fonctionnelle
ol pour prouver une certaine convergence on montre d’abord la relative compacité puis
une convergence selon un mode plus faible, ici le (b), qui permet d’établir I'existence
d’une seule limite possible pour toutes les sous-suites et d’identifier cette limite. Voyons
cela en détail.

Lemme 2.4 (convergence par sous-sous-suites). Soit € un espace topologique. La suite
(Un)n>1 converge vers £ dans € si de toute sous-suite infinie de (u,)n>1 on peut extraire
une nouvelle sous-suite infinie convergeant vers (.

Preuve. Par confort typographique, nous noterons une sous-suite infinie de (uy)nens
comme une suite (u,)ner, ot I est une partie infinie de N*. Une sous-suite infinie de
(Un)ner S'écrira alors (uy,)nes, pour une partie infinie J de I. La convergence de cette
sous-suite sera notée :

Uy, ———— L.
neJ, n——+oo

L’hypothese du lemme s’écrit donc

VI infini C N*, 3J infini C I, w, — (. (2.1)

neJ, n—+oo
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2.2. Convergence en loi et équitension

Supposons que (U, )nen+ ne converge pas vers . Il existe alors un voisinage V' de ¢ tel
que
Vi eN In>j, wu, ¢V (2.2)

Autrement dit, il existe une infinité d’entiers n tels que wu,, ¢ V. Notons I I'ensemble de
ces entiers. Par I'hypothese (2.1), il existe une partie infinie J de I telle que la sous-suite
(tn)nes converge vers £. On peut alors trouver n € J assez grand pour que u,, € V. Mais
comme cet n est aussi dans I, on aboutit a une contradiction. On peut donc conclure a
la convergence de (uy,)nen+ vers £. ]

Fin de la preuve de la proposition 2.3. 11 s’agit de montrer que les conditions (a) et (b)
impliquent la convergence en loi de X, vers X. Nous allons utiliser le lemme 2.4 avec
I’espace topologique € = P, ensemble des probabilités sur la tribu borélienne de B, muni
de la topologie faible de la définition 2.1.

Par le (a), de toute sous-suite infinie (Px, )ner, On peut extraire une sous-suite infinie
(Px, )nes convergente dans P vers une certaine mesure de probabilité p, dépendant a
priori de J. Introduisons par commodité un élément aléatoire Y dans B de loi! u. La
convergence de (P, )nes vers pu nous donne alors la convergence en loi dans B de (X}, ),e
vers Y, d’ou par image continue :

VfEB, [(X)) —=— f(Y).
neJn—+oo
En comparant avec (b), on en déduit que pour toute f € B, f(X) et f(Y) ont méme
loi, puis par la proposition 1.5 que X et Y ont méme loi, ce qui s’écrit Px = u. Le
lemme 2.4 avec ¢ = Px nous permet de conclure. O

Remarque 2.5. L’examen de la preuve de la proposition 2.3 montre que la séparabilité
de B n’intervient que via la proposition 1.5 pour déduire 'égalité Px = p. On pourrait
donc se passer de la séparabilité de B en rajoutant I’hypothese que les X, sont des
éléments aléatoires de Radon. En effet, on peut vérifier (exercice) que toute limite faible
d’une sous-suite (Px, )nes est encore de Radon.

Nous allons voir maintenant qu’il suffit dans la proposition 2.3 de tester (b) sur une
partie dense de B'.

Proposition 2.6. Soient X, X,, (n > 1) des éléments aléatoires de l’espace de Banach
B. On suppose

i) que la famille {X,; n > 1} est stochastiquement bornée, i. e.
Ve >0, dce Ry, Vn>1, P(| X, >c¢) <e; (2.3)

i) qu’il existe une partie dense D de B’ (pour la topologie forte de B') telle que pour
toute g € D, g(X,,) converge en loi vers g(X).

Alors f(X,,) converge en loi vers f(X) pour toute f € B'.

1. Tl en existe au moins un, par exemple 1'identité sur (B, B, u).
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Notons que dans cet énoncé, nous n’avons pas besoin de séparabilité de B, ni méme
que les X,, ou X soient de Radon. En anticipant un peu sur le théoreme de Prokhorov
rappelé ci-dessous, on se convaincra que la propriété (2.3) de bornitude stochastique est
plus faible que I'hypothese (a) de relative compacité de (Py, )n>1 dans la proposition 2.3.
Notons aussi que la famille {X} U {X,,; n > 1} est elle aussi stochastiquement bornée,
puisque la fonction de répartition de la variable aléatoire réelle || X|| tend vers 1 en 400,
ce qui nous donne pour tout € > 0 un réel ¢ tel que pour tout ¢ > ¢, P(||X|| > ¢) < e.
Donc en imposant en plus ¢ > ¢ dans (2.3), on a a la fois P(|| X,|| > ¢) < € pour tout n
et P(|X|| >¢) <e.

Preuve de la proposition 2.6. Par le point ii) du théoreme d’Alexandrov avec X = R, il
nous suffit de montrer que pour toute fonction A : R — R, uniformément continue et
bornée sur R et toute f € B,

EA(f(Xn)) —— Eh(f(X)). (2.4)

n—-+4oo

Fixons h et f. La continuité uniforme de h sur R, se traduit par
Ve >0,30 >0, [t—s| <d=|h(t) — h(s)| <e. (2.5)

Fixons € > 0. En approximant f par une g € D dont le choix sera précisé ultérieurement,
on peut écrire

[EA(f(X,)) ~ BA(F(X))] < Ti(n) + To(n) + T,

Ty(n) = [Bh(f(Xa)) —Eh(g(X.))],
Ty(n) = |Eh(9(X.)) — Eh(g(X))],
Ty = |Eh(g(X)) - Eh(f(X))].

Occupons nous d’abord de Tj(n), en notant que T1(n) = T} (n) + 17 (n) ou

Tin) = [B((A(FX) = ha(X)) Lyxaiza )|

() = [E((h(/(X0) = hg(X)) Lo ) |

le réel ¢ > 0 étant associé a € par la bornitude stochastique de {X} U {X,;; n > 1} | ce
qui nous donne déja

V=1, T (n) <2/l P Xnll > ¢) < 2[h]e. (2.6)

Pour majorer 77(n), on note que sur I’évenement {|| X, || < c}, on a |f(X,) — g(X,)| <
| f=9ll g | Xnll < ¢|lf—gll 5, ce qui nous conduit a choisir g € D telle que ¢|| f—g|| g < 9,
le § associé a € et h par (2.5). Avec ce choix, on a |h(f(X,)) — h(g(X,))| < € sur
I'évenement {||X,|| < ¢}, d’ou

Vn > 1, Ti(n) <e. (2.7)
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2.2. Convergence en loi et équitension

Le choix de g étant maintenant fixé, il est clair que le méme type de découpage entre
{JIX|| < ¢} et son complémentaire permet de traiter 75 pour obtenir

Ty < (2||h]|o + 1)e. (2.8)

Enfin, comme g € D, g(X,,) converge en loi vers g(X) et comme h est continue bornée
sur R, Ty(n) tend vers 0, ce qui nous donne l'existence d'un ny = ng(e) tel que

Vn >ng, Ta(n) <e. (2.9)

Nous avons travaillé avec ¢ fixé mais arbitraire, donc en rassemblant (2.6)—(2.9), nous
avons en fait établi que

Ve >0, Ing, Yn >no, |Eh(f(X,)) — ER(f(X))| < (4]|h] s + 3)e,

ce qui nous donne la convergence de Eh(f(X,,)) vers Eh(f(X)). Comme h et f étaient
quelconques respectivement dans UC,(R) et B’, on a bien convergence en loi de f(X,,)
vers f(X) pour toute f € B'. O

La propriété d’équitension joue un role central dans la vérification de la condition
(a) de la proposition 2.3.

Définition 2.7. La famille R de probabilités sur la tribu borélienne de l’espace topolo-
gique X est équitendue sur X si :

Ve >0, 3K compact de X; Vp e R, u(K)>1—¢.

On dit que la suite d’éléments aléatoires X,, de X est équitendue si la suite des lois Py,
[’est.

La relation entre équitension et relative compacité est donnée par :

Théoréme 2.8 (Prokhorov).
(1) Si X est métrique, équitension = relative compacité;
(17) Si X est polonais, relative compacité = équitension.

Rappelons qu'un espace est dit polonais lorsqu’il est métrique, séparable et complet.
Si X est un Banach séparable, la relative compacité de R dans P et son équitension
sur X sont donc équivalentes. On est ainsi amené a s’intéresser aux compacts de X. Le
probleme n’est pas trivial car (théoreme de Riesz) dans un espace vectoriel normé X les
boules fermées sont compactes si et seulement si X est de dimension finie. En dimension
infinie, la classe des compacts est donc plus petite que celle des fermés bornés.

A titre d’illustration de ce qui précede, nous allons voir maintenant comment en
combinant la proposition 2.3, le théoreme de Prokhorov et le théoreme d’Ascoli on peut
retrouver un résultat classique de la théorie des processus stochastiques a trajectoires
continues.
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Chapitre 2. Convergence en loi

Proposition 2.9 (convergence en loi dans C|0, 1]). Soient X, X,, (n > 1) des éléments
aléatoires de C[0,1]. La suite (X,,)n>1 converge en loi vers X dans C0, 1] si et seulement
1

(a) {Px,, n > 1} est relativement compacte ;

(b’) X, converge vers X au sens des lois finidimensionnelles i. e.

Vk > 1V, .t € 0,1],  (Xu(th), ..., Xa(th)) —=— (X (t1), ..., X(t)),

n—-+0o0o
(2.10)
convergence en loi des vecteurs aléatoires de RF.

Preuve. Dans le cas particulier ou B = C[0, 1], B’ est I'ensemble des mesures signées
sur la tribu borélienne de [0, 1], par le théoréme de Riesz?. Une mesure signée p s'écrit
= p1 — f2, ou pq et po sont deux mesures positives finies sur la tribu borélienne de
[0,1]. Ainsi, & toute forme linéaire continue f sur C[0, 1], on peut associer une mesure
signée p = py — pg vérifiant :

Ve e C0,1], f(z) = /[01] x(t) du(t) = /

[0,1]

o0 dm(®) - [ o) dualt)

(0,1]
Traduisons 'hypothese (b’) traduite a l'aide des fonctions caractéristique des vecteurs
aléatoires apparaissant dans (2.10), que nous noterons Z, et Z pour alléger. Pour tout
k > 1, tous ty,...,t, € [0,1] et tout (a1,...,ar) € R¥, pz (ai1,...,a;) converge vers
wz(ay, ..., ax), ce qui s’écrit encore :

E exp (i(aan(tl) + -+ aan(tk)) —— Eexp (i(alX(tl) + -+ akX(tk))

n—-+00
Remarquons maintenant que

k

a1 X (t) + -+ ap X (te) = X, (t)dv(t), ou v:= Z ;04

[0,1] j=1

Notons D le sous espace vectoriel de B’ formé de toutes les combinaisons linéaires finies
des mesures de Dirac 0, pour s € [0,1]. On peut donc réécrire (b’) sous la forme
équivalente

VgeD, g(X,) =] X,t)dv(t) —2—g(X)= [ X(t)dv(t). (2.11)
[0,1] noteo [0,1]
La situation commence a ressembler a celle de la propostion 2.6, avec deux différences : D
est dense dans B’ seulement pour la topologie o(B’, B) au lieu de la topologie forte de B’
et on a remplacé 'hypothese de bornitude stochastique de {X,,, n > 1} par 'hypothese
plus forte de relative compacité de {Py,, n > 1}. Grace au théoréme de Prokhorov,
cette derniere nous permet d’écrire :

Ve > 0, 3K compact de C[0,1], Vn > 1, P(X, ¢ K) <e.

2. Voir par exemple, W. Rudin, Analyse réelle et complexe, Masson 1975.
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Comme C0, 1] est séparable, Py est tendue et quitte a agrandir K, on peut considérer
que l'on a aussi P(X ¢ K) < e. On peut reprendre alors la preuve de la proposition 2.6,
en remplagant I’évenement {|| X, || > ¢} par {X,, ¢ K}. On voit facilement que la seule
adaptation a faire concerne la majoration de T} (n) et le choix de la forme linéaire continue
approximante g. Plus précisément, il nous faut vérifier I'existence d’une g combinaison
linéaire finie de mesures de Dirac telle que

Vee K, |f(z) — g(a)] <9, (2.12)

ol 0 est associé a € et h par (2.5). On aura alors sur 'évenement {X,, € K}, |h(f(X,))—
h(g(X,))| < e. Introduisons le partage de [0,1] par les points ¢ ; := j/k, 7 =0,1,...k
et posons Iy ; := [ty ,tkj+1] pour 0 < j < k et I, := {1}. Approximons la fonction
continue x par la fonction en escaliers x; définie par

k

T = Z l’(tk,j)l[,w..

j=0

Si o est la mesure signée associée a f, on remarque que

k
| adn) = S sttt = [ att)duo)
[071} j:(] [071]
ol la mesure signée v}, est définie par
k
Uy 1= Zakyjdtk’j, avec ay; = pu(lx;), 7=0,1,...k
§=0

et représente donc un élément g, de D. On a alors en notant w le module de continuité
uniforme, voir (2.13) ci-dessous,

1£(2) - gu()| = | /[ =20 dp] < 0l /(0.1 + ([0, 1)),

Par le théoreme d’Ascoli, voir I'exemple 2.12 ci-dessous, w(z, 1/k) tend vers 0 unifor-
mément sur K parce que K est un compact de C[0,1]. On obtient donc (2.12) pour k
assez grand. O]

2.3 Compacts dans un espace de Banach

Pour pouvoir utiliser le théoreme de Prokhorov dans 1’étude de la convergence en loi, il
importe de disposer de conditions de compacité dans les espaces de Banach. Commencons
par examiner sans démonstration quelques exemples de caractérisations de la compacité
dans des espaces usuels. Ces caractérisations pourront étre justifiées en exercice comme
des corollaires du théoreme 2.18.
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Exemple 2.10. K est relativement compact dans ?(N) (1 < p < 4+00) si et seulement
sl :

(1) K est borné,

(#7) sup Z |u; [P —— 0.

g Jj—+oo
ueK i>j

Notons que p = 2 nous donne le cas des Hilbert séparables (a isomorphisme pres, en
remplagant la base canonique de P par une base hilbertienne).

Exemple 2.11. K est relativement compact dans ¢(N) si et seulement si :
(1) K est borné,

(74) supsup |u;| — 0.
ueK i>j J—+o0

Une condition équivalente a (i) et (i7) est 'existence d’une suite v € ¢o(N) qui domine
K :Vue K, |ul <wv (i.e. u; < v; pour tout 7).

Exemple 2.12 (théoreme d’Ascoli). K est relativement compact dans C[0, 1] si et
seulement si :

(1) K est borné,

(7i) K est équicontinue.

Rappelons que ’équicontinuité d’une famille K de fonctions signifie la convergence
uniforme sur K vers 0 du module de continuité uniforme :

w(x,0) := sup |z(t) — z(s)] (2.13)

[t—s|<d
quand § tend vers 0. Notons aussi que 'on peut remplacer (i) par la condition plus
faible : sup |z(0)| < 4o0.
feK

Exemple 2.13 (espaces de Holder). On définit 'espace de Holder d’ordre v (0 < v < 1)
comme l'espace, noté H,[0, 1], des fonctions x [0,1] — R telles que :

[zllo = 2l + walz, 1) < +oo,
ol wy(x,d) désigne le module de continuité hélderien de x :

w6 2(t) = (s)|

sup
0<|t—s|<6 |t — s|

On définit le sous-espace H2[0,1] de H,[0, 1] par :

reH’ < zecH, et (lsin(l)wa(:c,é):().

(Ha, || ||) est un espace de Banach non séparable. (HY, || ||a) en est un sous-espace
fermé séparable. Alors K est relativement compact dans H2[0,1] si et seulement si :
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2.3. Compacts dans un espace de Banach

(i) sup |a(0)] < +ox,
zeK

(1) lim sup wy(z,d) = 0.
6=0 ek

On en déduit immédiatement la condition suffisante suivante : si K est borné dans
un Hg pour un 3 > «, alors il est relativement compact dans HY.

Voici maintenant deux caractérisations générales des compacts d’un Banach. Si A est
une partie de B, on note co(A) son enveloppe convexe et ¢o(A) son enveloppe convexe
fermée.

Théoreme 2.14. K est compact dans [’espace de Banach B si et seulement si K est
fermé et inclus dans un €o(A) ou A est de la forme :

A={x,; n>1}U{0}, avec hrf |zn] = 0.

Pour une preuve du théoreme 2.14, voir par exemple H. Queffélec et C. Zuily, Elé-
ments d’Analyse pour I’Agrégation, Masson 1995, th. IV .4, p. 159.

Théoreme 2.15. K est compact dans l’espace de Banach B si et seulement si
i) K est fermé borné;

ii) Pour tout € > 0, il existe un s.e.v. de dimension finie F' tel que pour tout x € K,
d(z,F) <e.

Rappelons que par définition, d(z, F) = inf{||z — y||; y € F'}.

Preuve. La nécessité de i) et ii) pour la compacité de K est évidente. Réciproquement
montrons que si une partie K de B vérifie i) et ii), elle est compacte. Fixons un € > 0
arbitraire. Par ii) il existe un s.e.v. F. de B, de dimension finie, tel que pour tout =z € K,
d(x, F.) < ¢. En notant que cette inégalité est stricte, on peut associer a chaque x € K
un 2’ € F. tel que ||z — 2’| < e. L’ensemble A. de ces 2’ est borné dans F. parce que
K est borné et tous les 2’ sont & une distance de K inférieure a . Comme F. est de
dimension finie, le borné A, est relativement compact et on peut le recouvrir par un
nombre fini de boules Ap. (2, £), 1 <i < N.. Alors les A(z;,2¢), 1 <i < N, forment un
recouvrement de K. Comme ¢ est arbitraire, on en déduit que K est précompact (grace

a la complétude de B). Comme K est fermé par i), on conclut que K est un compact
de B. ]

Définition 2.16. L’espace de Banach B est dit Schauder décomposable sl existe une
suite (B;)ien de s.e.v. fermés telle que :

B = @ B;  (somme directe topologique).
ieN
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Rappelons que somme directe topologique signifie que les projections canoniques 7; :
B — B; sont continues. Par analogie avec les notations de la théorie des ondelettes, nous

poserons :
V; =D B
1<j

et noterons F; les projections continues correspondantes :

Ej:Zm: B—V;, jeN

i<j

Remarque 2.17. Les applications linéaires continues £ vérifient lim;_, ;. ||z — E;z|| =
0 pour tout x € B. En particulier pour tout = € B, la suite (E;x),en est bornée. Par le
théoreme de Banach-Steinhaus (ou principe de la borne uniforme), on a

sup || Ej|| = C' < +o0. (2.14)
jeN

En notant que pour ¢ > j, Fx = E;F;x et en écrivant
|z — Eix|| < |z — Eja|| + || EiEjx — Eix|| = [lv — Ejz|| + || E(Ejz — )|,

on en déduit
Vi>j, VeeB, |z—Ez|<(1+C0)|r— E;x|. (2.15)

Comme exemples d’espaces Schauder décomposables, on peut citer tous les espaces
ayant une base de Schauder et tous les espaces analysables par AMR (Analyse Multi
Résolution). Ceci nous donne déja les espaces 2, LP[0,1] ou LP(R) (1 < p < +00), ¢y,
C[0,1], les espaces de Holder 3, de Sobolev, de Besov? ...

Théoreme 2.18. K est relativement compact dans l'espace Schauder décomposable B
si et seulement si :

i) Pour chaque j € N, E;K est relativement compact dans V;,

ii) sup ||z — Ejz|| —— 0.
€K J—F00

On peut remplacer i) par :
i) Pour chaque i € N, m; K est relativement compact dans B;.

L’une et lautre sont faciles a vérifier si dimB; < +o0. Sinon (cas de ’AMR) on peut
appliquer le théoreme a V; avant de I'appliquer a B.

Preuve. Pour prouver la suffisance de i) et ii), on montre qu’elles impliquent la pré-
compacité de K, c¢’est-a-dire 'existence pour tout € > 0 d'un recouvrement fini de K
par des boules de rayon ¢ (dans un espace complet, relative compacité et précompacité
sont équivalentes). Fixons donc € > 0. Par ii), il existe j tel que pour tout z € K,

3. Plus précisément leurs sous-espaces séparables du type HY.
4. Sauf les By tels que p ou ¢ soit infini.
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|z — E;x| < e. La trace sur V; de Uyex A(Ejz, €) est un recouvrement de E; K par des
boules de V. Par i) on peut en extraire un sous-recouvrement fini :

EjK C ‘GlA(EjIL’i,&T).
1=
Soit # € K, Ejx est dans une boule A(E;z;,¢) pour un certain 7. On a alors :
2 = x| < [l = Ejal| + [| EBjr — Ejul| < 2,

donc .
K C L_JIA(IZ725)

La nécessité de 1) est évidente en raison de la continuité de ;. Pour montrer la nécessité
de ii), on ne perd pas de généralité en supposant que K est déja compact. Examinons
d’abord le cas particulier ou B est un espace de Hilbert séparable et ou la décomposition
de Schauder provient d’'une base hilbertienne (e;, i € N). On a alors :

+o00
lz — Bzl = ) [, en]”

i=j+1

On voit tout de suite que (z +— ||z — ij||2)j o st une suite décroissante de fonctions
continues sur K et qu’elle converge vers (. Par le théoreme de Dini, cette convergence
est uniforme. Dans le cas général, on perd la décroissance de ||z — E;z||. Pour y remédier,
on utilise la majoration :

lr = Ejz|| < sup o — Eizf] =: N;(z).
i>j

Comme B est somme directe topologique des B;,  — F;x tend vers 0 quand j tend vers
l'infini. Par (2.15) il en est de méme pour N;(z). D’autre part pour j fixé, N; est une
semi-norme. En utilisant (2.15) et la continuité de E;, on voit qu’elle est continue en 0.
Elle est donc continue sur tout ’espace et on conclut en appliquant le théoréeme de Dini
a la suite décroissante vers 0 de fonctions continues (N;);>o. O

2.4 Equitension dans un Banach

Nous pouvons maintenant exploiter I’étude analytique de la section 3 pour donner
des conditions d’équitension. Commencons par la condition dite de plate concentration
qui découle du théoreme 2.15.

Théoreme 2.19. La famille F de probabilités sur l'espace de Banach séparable B est
équitendue si et seulement si
i) Pour tout € > 0, il existe une partie L bornée de B telle que pour toute p € F,
M(L) >21—-e;
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it) Pour toute > 0, il existe un s.e.v. de dimension finie F_ tel que pour toute p € F,
u{x € B; d(z,F.) <e} >1—e.

Pour la preuve, voir Ledoux Talagrand lemme 2.2 p. 40, ou démontrer ce théoreme en
exercice en s’appuyant sur le théoreme 2.15. L’inconvénient du critere de plate concentra-
tion est qu’il n’est pas constructif : comment exhiber le F. ? comment controler d(x, Fy.) 7
Avec les espaces Schauder-décomposables, on se donne a prior: une famille de s.e.v. d’ap-
proximation jouant le méme role que les [, ce sont les V;. Les notations sont celles de
la définition 2.16.

Théoréme 2.20 (c.n.s. d’équitension dans un Schauder décomposable). Soit B un es-
pace de Banach séparable admettant une décomposition de Schauder. Soit R une famille
de probabilités sur la tribu borélienne de B et ;R la famille des mesures images sur la
tribu borélienne de V; :

EjiR:{uoEj_l; e R}

Alors R est équitendue si et seulement si :
i) Pour tout j € N, E;R est équitendue sur V; ;

ii) Pour toute >0, lim suppu(z € B; ||z — E;z|| > ¢) = 0.
J=F0 per

Preuve du théoréme 2.20.

Suffisance de i) et ). Soit & > 0 fixé. Posons & = 27!, | > 1 et choisissons une suite
e; tendant vers 0 en décroissant. Par ii), pour tout [ > 1, il existe un indice j; tel que

VpeR, wplreB;|lz—Ez|>e¢)<d. (2.16)

On peut bien sur s’arranger pour que la suite (j;) soit croissante. Par i) il existe alors
un compact K; de V;, (comme Vj, est un s.e.v. fermé de B, K; est aussi un compact de
B) tel que :

VueR, plreB; Ejx¢ K) <. (2.17)

De (2.16) et (2.17) on déduit que :
+o0
Y e R, u(lgl{x €B; |lx—Ejz| > oukEx ¢ Kl}> < Z%l = 29,
- I=1
puis
Vi e R, ,u(lgll{:v €B; ||lxr—Ejz|| <eget Exe Kl}> >1—20. (2.18)

Vérifions enfin que

K = ll’gl{x € B; ||z —Ejz|| <e et Ex e K}
est un compact de B. En raison de la continuité des £}, il est fermé comme intersection
de fermés. Sa relative compacité découle du théoreme 2.18 : on vérifie facilement que

dans la preuve de ce théoreme on peut sans dommage remplacer la suite (V) par une
sous-suite (V). Ainsi (2.18) nous donne I'équitension de R. O
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Nécessité de i). Supposons R équitendue :

Ve >0, dK compact de B; in&,u(K) >1—c.
pne

Alors K; := E;K est compact dans V; puisque F; est continue et
po B YK = n(E; N (EBjK)) = w(x € B; Ejx € E;K) > p(K) > 1—¢,
en notant que {x € B; E;x € E;K} contient K. O

Nécessité de ii). Par le théoreme de Prokhorov, I’équitension de R implique sa relative
compacité pour la topologie faible (donnée par la définition 2.1). Comme sup,cq <
sup,,cx, il est clair que l'on peut se ramener sans perte de généralité a prouver que la
compacité de R implique ii). Pour cela nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 2.21. Soit R une famille compacte (pour la topologie faible) de probabilités sur
Uespace métrique séparable S. Soit (F;);>1 une suite de fermés de S, décroissant vers ().
Définissons les fonctions u;, 7 > 1 par :

uj g p(Ej).
Alors la suite (uj);>1 converge uniformément vers 0 sur R.

Admettons pour l'instant ce lemme et appliquons le avec S = B et :

F = {o € B swp e — Bl = £} = N, ([, +o]).
(24}

C’est bien un fermé en raison de la continuité de la semi norme N;(x) = sup;s; ||v— Eyz||.
La suite (F});>1 est clairement décroissante. Pour z fixé on a lim; . ||z — E;z| = 0,
donc aussi lim; o N;(z) = 0, ce qui entraine la vacuité de l'intersection des Fj. La
convergence uniforme sur R vers 0 de p(F;) peut s’écrire sous la forme

supu({x € B; sup ||z — Ex| > 5}) — 0,
HER >3 j—+o0

ce qui implique ii) en raison de I'implication « ||z — Ejx|| > € = sup;s; |2 — Eiz|| > ¢ »
et de sa traduction par une inclusion ensembliste. O

Preuve du lemme 2.21. Pour € > 0, définissons
D;.:={peR; uj(pn) >c}

Montrons d’abord que D;. est un fermé dans 'espace des mesures de probabilité. La
topologie faible sur les probabilités sur la tribu boréliennes de I’espace métrique séparable
S étant métrisable, ceci peut se faire par les suites. On doit donc montrer que si (u,) est
une suite convergente d’éléments de D, ., sa limite p est encore dans D; .. Or d’apres le
point iii) du théoreme d’Alexandrov, nous avons

uj(p) = p(Fy) > limsup p, (F;) = limsup w;(p,) > €,

n—-+00 n—-+00
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donc p est bien dans Dj..
D’autre part la continuité monotone séquentielle des mesures de probabilité nous

donne ici :

YweR, lim v(F;)=rv(0) =0.

j—+oo

La vacuité de I'intersection sur j > 1 des D;. en découle. Comme R est compacte on
peut alors extraire de la famille de fermés {D;., j > 1} une sous-famille finie qui soit
déja d’intersection vide. Il existe donc un jy > 1 tel que N;<j,D;. = 0. Comme la suite
(Dj:)j>1 est décroissante, D; . est vide pour tout j > jo, ce qui s’écrit :

Vi >jgo, VZwER, wu;(v)<e.

La preuve du théoreme 2.20 est maintenant complete.
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Chapitre 3

Eléments aléatoires gaussiens

3.1 Covariance

Nous allons définir 'opérateur de covariance d'un é.a. X dans le Banach B. Ceci
généralise la notion de matrice de covariance d'un vecteur aléatoire en dimension finie.

Définition 3.1 (forme bilinéaire de covariance). Soit X un é.a. dans B, scalairement
de carré intégrable, i. e. pour tout f € B', Ef(X)? < +o0, et Pettis intégrable. On peut
alors définir sur B’ x B’ la forme bilinéaire notée Cov X par

V(f,9) € B'x B', (CovX)(f,g):=E(f(X - EX)g(X - EX)) = Cov (f(X),9(X)),

(3.1)
ou EX € B désigne [intégrale de Pettis de X. Cette forme bilinéaire est appelée cova-
riance de X.

Proposition 3.2. La covariance de X définie ci-dessus est une forme bilinéaire symé-
trique, positive, semi-définie et continue.

Preuve. Seule la continuité n’est pas évidente. La continuité d’'ne forme bilinéaire b sur
B’ x B’ équivaut a I'existence d’'une constante C' > 0 telle que pour tout (f,g) € B’ x B,
b(f,9)| < C|fllzllgllz- Pour établir la continuité de b = Cov X, on est naturellement
tenté d’écrire :

|(Cov X)(f,9)| = |Cov (f(X),9(X))] < (Varf(X ) (Vaurg(X))l/2 (3.2)
< (BA(X)Y) " (Bg(x)?)" (3.3)
< (BIFIBIXIE)" Elglh 1 X1%) " (3.4)
= (BIXI3) 15 l9] s (3.5)

Tout est correct dans ces inégalités : (3.2) n’est que Cauchy-Schwarz pour la covariance
dea variables aléatoires réelles de carré intégrable f(X) et g(X), (3.3) provient de I'in-
égalité Var Z = EZ? — (EZ)? < EZ? vraie pour toute v.a. réelle Z de carré intégrable,
(3.4) utilise la continuité de f et g et la croissance de I'espérance. Le hic c’est que 'on ne
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peut pas prendre C := E||X||% car on ignore si cette espérance est finie. On sait seule-
ment que X est scalairement de carré intégrable, ce qui est une hypothese plus faible.
Les inégalités ci-dessus donnent donc la continuité de Cov X lorsque E||X||% < +o0,
mais il nous faut trouver une autre méthode dans le cas général. Pour cela on se branche
sur (3.3) que l'on réécrit sous la forme

|(Cov X) (£, 9)| < I1F (X)) 2@ 19(X) ] 22(0- (3.6)

Sous cette forme, on voit que la seule chose dont on ait besoin pour finir la preuve est
la continuité de 'opérateur

T:B = LXQ), fr—T(f) = f(X),
En effet en admettant cette continuité que nous justifierons ci-dessous, on a

1F X 22y = 1T D 22y < 1T Mleesr 2@ L |5

d’ott en posant C' := ||T||7pr 12(q) < +00 et en reportant dans (3.6),
[(Cov X)(f.9)| < Cllfllpllglls-
On complete la preuve avec le lemme suivant. O

Lemme 3.3. 57 X est un élément aléatoire de B scalairement de carré sommable, on
peut lui associer l'opérateur

T:B' = L*Q), fr——T(f)=f(X)
et cet opérateur est continu.

Preuve. La linéarité de T étant évidente, nous allons utiliser le théoreme du graphe
fermé en montrant que

. B L2(9)
si fn — f et T(fn) — Z, alors T(f)=Z.

Puisque (T'(f,)) ., converge au sens L*(2) vers la variable aléatoire réelle Z, on peut

en extraire une sous suite (T( fn)) avec I partie infinie de N, telle que

nel’

T(fn) T (3.7)

nel,n—+oo

D’autre part pour tout w € €,

X)) = FX@ < o= FlarIX @) 5
et ce majorant tend vers 0 puisque f, converge vers f dans B’. Ceci nous donne :
YweQ, T(fn)(w) — Z(w). (3.8)
En comparant (3.7) et (3.8), on en déduit que Z = T'(f) presque strement, ce qui est

bien 'égalité dans L*(f2), espace des classes d’équivalence des v.a.r. de carré intégrable
modulo I’égalité P-presque-stre. n
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Définition 3.4 (opérateur de covariance). Si [’élément aléatoire X est scalairement de
carré intégrable, on peut lui associer « son opérateur de covariance » noté R (ou Rx si
besoin) défini par :

R:B —B", f—Rf, Rf:B —R, g— (Rf)(9),
(Rf)(g) == (Cov X)(f,9) = Cov (f(X),9(X)).
Autrement dit, pour tout f € B', Rf = (Cov X)(f, .).

(3.9)

On peut montrer que si B est séparable, R(B") C J(B). Dans ce cas on peut consi-
dérer R comme un opérateur de B’ dans B. Cette définition utilise implicitement la
continuité de Rf sur B’ (via 'appartenance de Rf a B”). La justification est fournie
ci-dessous.

Proposition 3.5 (propriétés de 'opérateur de covariance). Tout opérateur de covariance
R vérifie :
a) R est continu sur B';
b) R est autoadjoint :Vf,g € B', (f,Rg)p p» = (9, Rf)p' 5" ;
c) R est positif :Vf e B, (f,Rf)p.pr>0;
d) si X et'Y sont des é.a. indépendants et scalairement de carré intégrable, Rx .y =
Rx + Ry.

Preuve. Pour le a), on utilise le lemme 3.3 qui nous donne par continuité de 7" :

[(Rf)(9)] = [Cov (£(X), g(X))| < IT 2120 |l llg ] -

On en déduit d’abord que la forme linéaire Rf sur B’ est continue, ce qui justifie a
posteriori 'appartenance de Rf a B” admise implicitement dans la définition 3.4. De
plus la norme de cette forme linéaire continue vérifie

IRf 5 < T2 22 |1l

Cette inégalité étant vraie pour toute f € B’, on en déduit que l'application linéaire
R : B’ — B” est continue et que

||RH£(B’,B”) < ||TH2L(B’,L2(Q))'

Le b) est évident puisque (Rf)(g) = Cov (f(X),g(X)) et que cette dernitre expres-
sion est symétrique en f et g. Pour le ¢), on note que (Rf)(f) = Var (f(X)) > 0.
Pour vérifier le d), on prend f et g quelconques dans B’ et on écrit que

(Rx+v f)(9) = Cov (f(X +Y),g(X +Y)) = Cov (f(X) + f(¥),9(X) + g(Y)).

Ensuite on développe en utilisant la bilinéarité de Cov et 'indépendance des v.a. réelles
f(X) et g(Y), héritée de celle de X et Y, donc la nullité de leur covariance, pour arriver

a (Rxyv f)(9) = (Rxf)(9) + Ry f)(9). O
Exemple 3.6 (covariance dans les espaces /F ou c¢y).

Exemple 3.7 (covariance dans un espace de Banach fonctionnel).
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3.2 Elément aléatoire gaussien

On suppose désormais B séparable. La définition des éléments aléatoires gaussiens
est la méme que celle des vecteurs aléatoires gaussiens en dimension finie, a ceci pres
que l'on se limite aux formes linéaires continues (elles le sont toutes en dimension finie).

Définition 3.8 (élément aléatoire gaussien). L’élément aléatoire X dans B est dit gaus-
sien si pour toute f € B’, la variable aléatoire réelle f(X) est gaussienne (éventuellement
gaussienne dégénérée, i. e. constante p.s.).

Remarque 3.9. Compte-tenu des propriétés des lois gaussiennes en dimension 1, il
découle immédiatement de cette définition que la famille des é.a. gaussiens dans B est
stable par addition d’un élément constant (i. e. non aléatoire) de B, multiplication par
un scalaire constant et addition d’é.a. indépendants.

Nous montrerons a la fin de ce chapitre (théoreme de Fernique) que les é.a. gaussiens
ont des propriétés d’'intégrabilité tres fortes. En attendant nous aurons besoin pour
démarrer leur étude de la propriété beaucoup plus faible de Pettis intégrabilité.

Proposition 3.10 (Pettis intégabilité). Tout é.a. gaussien dans l’espace de Banach
séparable B est Pettis intégrable.

Preuve. Soit X un é.a. gaussien dans B. Pour établir sa Pettis intégrabilité, il suffit
d’apres le théoreme 1.25 de vérifier que pour un certain € > 0,

inf P(1f(X)] > e[Ef(X)]) > 0. (3.10)

Pour toute f € B’, la variable aléatoire réelle f(X) est gaussienne M(m, o) avec m =
Ef(X) et 02 = Var f(X). 1l est facile de voir que si Z est une v.a. de loi M(m, ),
on a toujours P(|Z] > |m|) > 1/2, y compris dans le cas dégénéré ¢ = 0 ou Z = m
presque-sirement. En appliquant cette remarque & Z = f(X) pour f quelconque dans
B’, on en déduit que

1
inf P X) >2elEf(X)]) > =>0
juf P(If(X)] = cBA(X)]) = 5 >0,
ce qui nous donne (3.10) avec ¢ = 1. O

Dans la suite nous notons EX l'intégrale de Pettis de X. On dit que X est « centré »
si EX = 0.

Proposition 3.11. Si X est un é.a. gaussien, il a une covariance et sa lov est entiere-
ment déterminée par EX et Cov X (ou Rx).

Preuve. Dire que X a une covariance, c¢’est dire qu’il est scalairement de carré intégrable.
Or f(X) étant une v.a. réelle gaussienne pour toute f € B’, f(X) est de carré intégrable.
D’autre part EX existe (au moins) comme intégrale de Pettis d’apres la proposition 3.10.
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La loi de X est carctérisée par sa fonctionnelle caractéristique, cf. corollaire 1.6

px:B' = C, frox(f)=Eexp (if(X)).
On remarque que ¢x(f) = @rx)(1), en notant ¢y(x) la fonction caractéristique de la
variable aléatoire réelle f(X). Cette derniére étant gaussienne, on sait que
ot?

vVt € R, wf(X):exp<imt—T>, avec m = Ef(X), 0% := Var f(X).

En utilisant la Pettis intégabilité de X et la définition de Cov X, on en déduit que

ViE B, ex(f)=wemn(l) = exp(IBf(X) - 3 Var f(X))

— exp (z‘f(EX) —~ %(Cov)(f, f))
= exp (Zf(EX) — %(RXf)(f»
— exp (z’(f, EX)p 5 — %(Rxf, f>B”,B’)'

On voit ainsi que la loi de X ne dépend que des deux parametres (infinidimensionnels)
EX et Cov X, ou EX et Rx. O

En dimension finie, si X est un vecteur aléatoire dont les composantes sont de carré
intégrable (donc si X est scalairement de carré intégrable), il est bien connu qu’il existe
un vecteur aléatoire gaussien ayant méme covariance que X, 7. e. méme matrice de
covariance. Cette propriété n’est plus vraie en général en dimension infinie. Ce fait
est méme une des caractéristiques essentielles de la théorie des probabilités dans les
espaces de Banach. Voici un célebre contre exemple qui nous servira aussi dans I'étude
du théoreme limite central.

Exemple 3.12 (un é.a. borné non prégaussien). Dans 'espace B = ¢ des suites tendant
vers 0 a l'infini, considérons I’élément aléatoire X donné par

X — (6—"5) :
211’1(1 + k) E>1

ou les ¢, forment une suite de Rademacher 7. e. sont indépendantes et de méme loi
discrete donnée par P(e = —1) = P(e, = 1) = 1/2. On a clairement

1
1X = sup 1%

= < +00,
k>14/2In(1+k)  v2In2

donc X est Bochner intégrable et a fortiori Pettis intégrable. Comme X est bornée, les
v.a. f(X) le sont aussi et sont donc de carré intégrable. Ainsi X est scalairement de
carré intégable et sa covariance existe.
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Rappelons que le dual topologique de ¢y peut s’identifier a ¢!, la forme de dualité
étant donnée par

+o0 +oo
Viel' Nz ec, (fix)p, = Zxkfk, avec Z | fx] < +o0 et sup|zi| < +00.
k=1 k=1 k21

D’apres l'expression de la covariance dans ¢y vue a l'exemple 3.6, on a pour toutes
[ = (fe)k>1 et g = (gr)r>1 dans £1,

—+00

_ figr -
(Cov X)(f,g) = MZZI 2\/111(1 RS Cov(e;, €).

Par indépendance des €;, Cov(ej,ex) = 0 si j # k. De plus Vare; = Eej = 1(—1)? +

L(1)2 =1, dol

+00
_ fi9;
Vf,gel', (CovX)(fg) = ;21 m

Ceci nous montre que la covariance de X est donnée par la matrice infinie de terme
général
0 sik # 7,

COV(Xj,Xk) = { Si k :j

1
21In(1+j)

Suppsons maintenant qu’il existe une élément aléatoire gaussien Y = (Y)r>1 de ¢
ayant méme covariance que X. Quitte a lui retrancher EY, on peut toujours supposer
que Y est centré. La covariance de Y est donnée par la méme matrice infinie que celle
de X. On en déduit que les v.a. gaussiennes Y; sont indépendantes et que la loi de Y;

est )
Py =90, —— .
Y (’21n(1—|—j)>

Nous allons montrer grace au deuxie¢me lemme de Borel-Cantelli ! que

limsupY, > 1ps. (3.11)

n——+00
Pour cela, on réécrit les Y; sous la forme

1
Y, = ————7,, avec Py, =N(0,1)

To2m(+ ) "

et on utilise la minoration classique

Vs 1, P(Z;>1) > — (1 1) <_t2>
; —(-—=)exp(—).
’ N S Y A = P

1. Siles A; sont des évenements indépendants tels que > -, P(A;) = +o0, alors P(limsup A,) =
P(réalisation d’une infinité de A4,) = 1. -

40 Ch. SuQuEeT, Cours P.E.F. 2006



3.3. Intégrabilité des é.a. gaussiens

Notons que pour j > 1, 1/2In(1 +j) > v2In2 > 1, d’ou

| 1 1 |
P(Y;>1) = P(Z; > \/2In(1 +J)) > e (1 - &0 +j)> exp(—In(1 + 5)).

Ce minorant étant équivalent quand j tend vers linfini & (47)~1/2;=!(In j)~1/2

déduit que la série de terme général P(Y; > 1) diverge. Donc d’apres le deuxieme
lemme de Borel-Cantelli, il existe un evenement )’ de probabilité 1 tel que pour tout
w € @, la suite de réels (Y;(w));>1 possede une sous-suite infinie ayant tous ses termes
strictement supérieurs a 1, cette sous-suite dépendant de w. Pour tout w € €', on a donc
limsup; ., Yj(w) > 1. Et comme P(£)') = 1, on en déduit (3.11). Evidemment (3.11)
est contradictoire avec 'appartenance de Y a c¢y. Il n’existe donc aucun é.a. gaussien
dans ¢y ayant méme covariance que X.

, on en

Définition 3.13 (é.a. prégaussien). On dit que [’élément aléatoire X du banach B est
prégaussien dans B sl existe un é€.a. gaussien Y dans B ayant méme covariance que

X.
Exemple 3.14 (caractérisation des é.a. prégaussiens dans (7).

Exemple 3.15 (caractérisation des é.a. prégaussiens dans LP(u)).

3.3 Intégrabilité des é.a. gaussiens

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 3.16 (Fernique). Si X est un é.a. gaussien centré dans B, il existe un réel
a > 0 tel que
Eexp (a|| X|*) < +oc. (3.12)

Corollaire 3.17. Si X est un é.a. gaussien centré dans B, la v.a. réelle | X|| a des
moments finis de tout ordre. En particulier X est Bochner intégrable et E|| X ||* < +o0.

La premiere étape dans la preuve du théoreme 3.16 est la caractérisation des lois
gaussiennes par la propriété d’invariance rotatoire 2

Proposition 3.18 (caractérisation des gaussiennes par invariance rotatoire). L’€.a. X
dans B est gaussien centré si et seulement si pour tous X, et Xo indépendants et de
méme loi que X, tous réels s, t vérifiant s> + > =1, les é.a.

Yi = SX1 + tXQ et Y2 = tXl — SXQ
sont indépendants et de méme loi que X .

Preuve du théoréme de Fernique. Soit X un é.a. gaussien centré dans B. On veut mon-
trer existence d'un a > 0 tel que Eexp((al|X||?) < +o0.

2. Souvent appelée aussi « invariance rotationnelle ».
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Premiére étape. On montre grace a la proposition 3.18 que

t—5\2
< < . .
VsER, Vi > P(IX| <s)P(IX] > 1) < P(IX] > - ) (3.13)

Soit Y une copie indépendante de X. Par la proposition 3.18, les é.a. 27/3(X +Y) et
271/2(X —Y) ont méme loi que X, d’otl
P(IX]| < s)P(|X]| <t) = P(|X = Y| <sV2)P(| X + Y| > tV2).
On sait de plus que 272(X +Y) et 271/2(X —Y') sont indépendantes, d’ou
PUX] < )PIX] > )= P(IX Y] < sV et [X V][> 1/3).  (3.14)
Par inégalité triangulaire, on a toujours || X + Y| — ||X — Y| < 2| X, 2||Y||, donc sur
Uévénement {||X — Y| <sv2et | X +Y| >tv/2}, ona:

V2 —svV2 <2|X| et tV2-—sV2<2||Y],

ce qui justifie I'inclusion
(IX =Y <sV2et | X+ Y] >tv2} C {||X] >27V2(t —s) et |V > 272(t — 5)}.
En reportant ceci dans (3.14) et en utilisant le fait que X et Y sont indépendantes et

de méme loi, on en déduit (3.13). O

Deuziéme étape. On controle la vitesse de convergence vers zéro de P(|| X| > t,) pour
une certaine suite ¢,, & croissance exponentielle. Dans (3.13) fixons s assez grand pour
que

POIX <9)=0> 5 (3.15)

Définissons maintenant la suite (¢,),>0 par
to:=s, etVn>1,1t,=s+ 212 .
En prenant ¢ = ¢,, dans (3.13), on a donc
t, — S
V2

Posons pour alléger u,, := P(||X]|| > t,) et ¢ := 1/q. La suite (u,) vérifie I'inégalité
u, < cu?_;. Regardons ce que donne l'itération de cette inégalité.

2
aP(IX] > ta) < P(IXI > ==2)" = PUIX > tar)®

2 2 V2 _ 142 4 142/, 2 4 _ 14244 8 1424448, 16
up, < cuy,_y < cleu; o) =cu, o < (cu;_4) =c u, 5 <c Upoy <ot

On voit ainsi au bout de n itérations que

2 1 Ug 2"
+242% 421 n n n
Uy, < AT 2 (u0)2 =c? 1u(2) = q(—) .
q

Rappelons que uy = P(||X|| > s)=1—qget ¢ >1/2, don
n ]._

PIX| > ta) < ¥ avecr = — L < 1. (3.16)
q
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3.3. Intégrabilité des é.a. gaussiens

Troisieme étape. On utilise la suite ¢, pour découper une expression en intégrale fOJrOO
de Eexp(al| X ||?) et on montre que la série majorante obtenue converge dans R, pour un
choix convenable de a. On vérifie facilement (exercice) que si h : Ry — R, est croissante
et C'!, on a pour toute v.a. positive Z

+oo
En(Z) = / B (t)P(Z > t)dt + h(0).
0
En appliquant ceci avec h(t) = exp(at?) et Z = || X]|, on obtient
+oo
Eexp(al X|[2) = 2a/ Fexp(at?) P(| X > ) dt + 1
0
“+oo
< 1+ 2as”exp(as®) + 2a/ texp(at®) P(||X|| > t)dt. (3.17)

On est ainsi ramenés a majorer l'intégrale généralisée I apparaissant dans (3.17). En
rappelant que (t,,) est croissante et ty = s, on a

“+o00

tn+1
I= Z/t texp(at®) P(||X[| > t) dt < tnpi(tnsr — ta) explaty, ) P(|X]| > t,,).
n n=0

On vérifie facilement que

2(n+1)/2 -1
— /2 4 ... n/2\ _
s(1+22 4. 4277) =5 TR
d’ou
tnsr < D522 avec b= 2(2Y/2 —1)7L. (3.18)
D’autre part,
tpr — tn = 22 (t, —t,_1) = - = 22 (1) — tg) = 2D/, (3.19)

En reportant (3.16), (3.18) et (3.19) dans la série majorant I, on obtient

+00 +00
I < 21/2pgs? Z 2" exp(ab®s22")r?" = 21/2pgs? Z exp (2"(@6232 +Inr+n2"In 2).

n=0 n=0
Rappelons que r < 1, donc Inr est négatif. En prenant a < ag := —Inr/(b%s?), la série
ci-dessus converge. O
On en conclut que pour tout a < ag, Eexp(al| X||?) < +oo. O
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Chapitre 3. Eléments aléatoires gaussiens
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