Chapitre 1

Dénombrer et sommer

Compter des objets et faire des additions, voila bien les deux activités les plus élé-
mentaires a la base des mathématiques. Et pourtant a y regarder de plus pres, ce n’est
pas si facile. Déja pour un ensemble fini, la méthode qui consiste a regarder ses éléments
I'un apres lautre et a les compter (donc a les numéroter) n’est applicable que pour de
« petits » ensembles. Le plus souvent on s’en sort en faisant une représentation de I'en-
semble a dénombrer a ’aide d’un autre ensemble plus familier. Cette représentation est
ce que l'on appelle une bijection. Elle est d’ailleurs a la base du processus de comptage
qui consiste simplement a mettre en bijection un ensemble avec un ensemble de nombres
entiers. Cette notion de bijection permet d’étendre en un certain sens le dénombrement
aux ensembles infinis.

L’extension de la notion de somme d’une suite finie de nombres a une suite infinie
conduit naturellement a la notion de série que nous réviserons dans ce chapitre. La
théorie des probabilités utilise implicitement une notion plus générale, celle de famille
sommable. 11 s’agit de définir la somme, si elle existe, d'une famille de nombres indexée
par un ensemble infini qui n’est pas forcément N ou N*. Nous présentons cette théorie
dans la derniere partie du chapitre.

Dans tout ce qui suit, la notation {1,...,n} pour n € N* désigne I’ensemble de tous
les entiers compris au sens large entre 1 et n. L’écriture un peu abusive « Vi =1,...,n »
signifie « Vi € {1,...,n} ».

1.1 Rappels ensemblistes

1.1.1 Opérations ensemblistes

Soit 2 un ensemble; A est un sous-ensemble (ou une partie) de Q si tout élément
de A est aussi un élément de 2 (Vw € A, w € Q). On note A C Q. On appelle P(Q)
I’ensemble des parties de €2, ce que 'on peut noter !

PQ) = {A; Ac Q.

1. Dans toutes les écritures d’ensembles entre accolades, nous utilisons le point virgule au sens de
« tel que ».
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Ainsi les écritures A C Q et A € P(Q) sont deux fagons de dire la méme chose 2.

Si A et B sont deux parties du méme ensemble €2, on dit que A est incluse dans
B (notation A C B) si tout élément de A est aussi élément de B (Vw € A, w € B),
autrement dit, si 'appartenance a A implique 'appartenance a B :

AC B signifie YweQ, (weA) = (weB).

Soit I un ensemble quelconque d’indices (fini ou infini) et (A;);e; une famille de
parties de ). On définit son intersection ‘ﬂl A; et sa réunion, ‘UI A; par :
1€ e

nlAi ={we VielLwe A;} et 4UIAi:{weQ; del,we A} (1.1)
1€ 1€

Remarque 1.1. La réunion et 'intersection d’une famille de parties de {2 sont définies
de fagon globale, elles s’obtiennent d’un coup, sans passage a la limite quand I est infini
et sans qu'un ordre éventuel sur I’ensemble d’indices I n’ait d’importance.

Réunion et intersection sont tres utiles pour la traduction automatique des quanti-
ficateurs. Si I est un ensemble quelconque d’indices, (7;) une propriété dépendant de
I'indice i et A; 'ensemble des w € Q vérifiant (7;), on a :

{weQ; Viel, wvérifie (m;)} = OIAi,
1€
{weQ; Ji=i(w) €1, wvérifie (m;)} = U A,.

el

Ainsi le quantificateur V peut toujours se traduire par une intersection et le quantificateur
1 par une réunion.
L’intersection et 'union sont distributives I'une par rapport a l’autre, c’est a dire

Bu(gA)=n@us  Bn(ga)=gAns)

Le complémentaire de A (dans ) est 'ensemble A° := {w € Q; w ¢ A}. L’opération
passage au complémentaire (qui est une bijection de P(€2) dans lui-méme) vérifie (A°)° =
A, Q¢ =10, )° = Q et échange réunions et intersections grace aux tres utiles formules :

(na) =ua  (ua) =na:

i€l el i€l i€l
On définit le produit cartésien de deux ensembles F et I, noté F x F' par :
ExF:={(z,y); x € E,y € F}.

Attention, dans cette écriture (z,y) ne désigne en aucune fagon un ensemble mais un
couple d’éléments (I'ordre d’écriture a une importance). Pour éviter toute confusion,

2. Noter cependant la différence de statut de A : dans la premiere écriture, A est considéré comme
un ensemble, dans la deuxieme comme un élément d’un ensemble d’un type un peu particulier.

2 Ch. SUQUET, Cours I.P.E. 2007



1.1. Rappels ensemblistes

on utilise des accolades pour la description des ensembles et des parentheses pour les
couples d’éléments.

On définit de maniere analogue le produit cartésien d’une suite finie d’ensembles
Ey, ..., B, par

E1X"'XEn = {(.Tl,...,l'n); V’izl,...,n, SCZEEZ}

L’ensemble E? := F x E = {(z1,29); ©1 € FE,19 € E} peut étre utilisé pour
représenter I’ensemble de toutes les applications de {1,2} dans E, le couple (z1,x2)
correspondant a l'application f : {1,2} — FE définie par f(1) = x; et f(2) = xo. 1l
pourrait de la méme fagon, représenter les applications d’un ensemble a deux éléments
dans E (remplacer les chiffres 1 et 2 par n’importe quelle paire de symboles distincts :
Oet 1, aetb, etc.).

Plus généralement, pour n > 2, E™ est I’ensemble des n-uplets ou listes de longueur
n d’éléments de E. Dans un n-uplet (z1,...,x,), il peut y avoir des répétitions. On peut
aussi utiliser E™ pour représenter toutes les applications de ’ensemble {1,...,n} (ou de
n’importe quel ensemble a n éléments) dans F.

Soit I un ensemble quelconque, fini ou infini. Par analogie avec ce qui précede, 1’en-
semble de toutes les applications f : I — E sera noté E!. Par exemple avec E = {0, 1}
et I = N, on obtient I'ensemble {0, 1} de toutes les suites de chiffres binaires indexées
par N : {0,1} = {u = (w;)ien; u; = 0oul}. Avec E = R et I = [0,1], on obtient
I'ensemble RI*! des fonctions définies sur l'intervalle [0, 1] et & valeurs dans R.

1.1.2 Bijections

Définition 1.2 (injection). Une application f : E — F est dite injective si deux élé-
ments distincts de E ont toujours des images distinctes dans F' :

Vee EN2' € B, (x#12')= (f(x) # f(2)).
Une formulation équivalente est :
Vee EN2' e E, (f(x)=f(2)) = (z=2).
Une application injective f : E — F est appelée injection de E dans F.

Définition 1.3 (surjection). Une application f : E — F est dite surjective si tout
élément de l’ensemble d’arrivée a au moins un antécédent par f :

Vye F, 3z € E, f(x)=uy.
Une application surjective f : E — F est appelée surjection de E sur F'.

Définition 1.4 (bijection). Une application f: E — F est dite bijective si elle est a la
fois injective et surjective, autrement dit si tout élément de [’ensemble d’arrivée F' a un
unique antécédent par f dans l’ensemble de départ E :

Vye F, 3z e E, f(x)=uy.

Une application bijective f : E — F est appelée bijection de E sur F.
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Remarque 1.5. Si f: E — F' est une injection, en restreignant son ensemble d’arrivée
a f(F):={y € F; 3z € E; f(z) = y} la nouvelle application f : E — f(F) est une
bijection. En effet cette opération préserve clairement l'injectivité et rend f surjective.

Définition 1.6 (application réciproque). Soit f : E — F une bijection. Tout y € F
admet un unique antécédent x par f dans E. En posant f~'(y) := x, on définit une
application =1 :+ F — E appelée application réciproque de f ou inverse de f. Cette
application f~1 est bijective.

Justification. Pour vérifier I'injectivité de f~1, soient y et 3y deux éléments de F tels que
fHy) = f~1(v'). Cela signifie qu’ils ont le méme antécédent x par f, donc que y = f(x)
ety = f(z), douy =19

Pour la surjectivité, soit € E quelconque. Posons y = f(z). Alors = est antécédent
de y par f, donc f~1(y) = x et ainsi y est antécédent de x par f~'. Tout élément de E
a donc un antécédent dans F par f~!. Autrement dit, f~! est surjective. O

Remarque 1.7. Ainsi I'existence d’une bijection £ — F' équivaut a celle d’une bijection
F — E. On dira que E « est en bijection avec » F' s’il existe une bijection £ — F (ou

Proposition 1.8. Soient f : E — F et g: F — G deux bijections. Alors go [ est une
bijection de E sur G. De plus (go f)™' = f~tog™!.

Preuve. Rappelons que (go f)(x) := g(f(x)) pour tout z € E. Pour vérifier I'injectivité,
soient = et 2’ dans E tels que (go f)(z) = (g o f)(2'). Cette égalité réécrite g(f(x)) =
g(f(2")) implique par injectivité de g I’égalité f(z) = f(2’), laquelle implique x = 2z’ par
injectivité de f. Pour la surjectivité de g o f, soit z € G quelconque. Par surjectivité
de g, z a au moins un antécédent y dans F' avec g(y) = z. A son tour y € F a un
antécédent © € E par la surjection f. Finalement y = f(z) et z = g(y), don z =
g(f(x)) = (g o f)(x), ce qui montre que z a pour antécédent x par g o f. Comme z
était quelconque, la surjectivité de g o f est établie. Ainsi g o f est une bijection de F
sur G. En conservant les notations on a (g o f)~!(z) = x. D’autre part z = f~!(y) et
y=g(z), otz = (g7 (2)) = (f7'og7')(2). On a donc pour z quelconque dans
G Pégalité (go ) Hz)=ax=(fLog )(z),don (go f) = flog™ O

1.2 Ensembles finis et dénombrement

Définition 1.9. Un ensemble E est dit fini sl est vide ou s’il est en bijection avec un
ensemble {1,...,n} pour un certain entier n > 1. Un tel n est alors unique et est appelé
cardinal de E (notation card E'). Par convention le cardinal de ’ensemble vide est 0.

La cohérence de la définition 1.9 repose sur le lemme suivant (pourquoi?).

Lemme 1.10. Si n et m sont deux entiers distincts, il n’existe pas de bijection entre
{1,...,n} et{1,...,m}.
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Preuve. On peut toujours supposer sans perte de généralité que 0 < n < m. Dans le
cas ou n = 0, 'ensemble {1,...,n} est 'ensemble des entiers j tels que 1 < j <0, c’est
donc I'ensemble vide. On prouve le résultat par récurrence sur n en adoptant comme
hypothese de récurrence :

(H,) VYm >n, il n’existe pas de bijection {1,...,n} — {1,...,m}.

Initialisation. (Hy) est clairement vraie, car on ne peut définir aucune application sur
I’ensemble vide donc a fortiori aucune bijection.

Induction. Montrons que si (H,,) est vérifiée pour un certain n, alors (H, ;1) 'est aussi.
Pour cela on raisonne par I’absurde : si (H, ;1) n’était pas pas vérifiée, il existerait un
entier m > n+1 et une bijection f : {1,...,n+1} — {1,...,m}. Nous allons construire
a partir de f une bijection ¢ : {1,...,n+ 1} — {1,...,m} telle que g(n + 1) = m.
Notons j = f(n + 1). Si j = m, il suffit de prendre ¢ = f. Si j # m, considérons
la transposition 7 : {1,...,m} — {1,...,m} qui échange j et m et laisse les autres
éléments inchangés. C’est une bijection et ’application composée g = 7 o f est une
bijection {1,...,n+ 1} — {1,...,m} vérifiant g(n + 1) = m.

La restriction g de g & {1,...,n} est une bijection de {1,...,n} sur {1,...,m — 1}
et comme m > n+1, on a bien m —1 > n, ce qui contredit (H,,). Nous venons d’établir
I'implication (H,) = (H,+1), ce qui acheve la récurrence. O

Remarque 1.11. Si I'ensemble F' est en bijection avec un ensemble fini F/, alors F' est
fini et a méme cardinal que E. En effet en notant n = card F, il existe une bijection
f:A{l,...,n} — E et une bijection g : E — F. La composée g o f réalise alors une
bijection de {1,...,n} sur F.

Proposition 1.12. Soient E et ' deux ensembles finis.

SiENF =10, card(EUF)=cardFE + card F. (1.2)

Preuve. Dans le cas ou I'un des deux ensembles est vide, (1.2) est triviale. On suppose
désormais que card E =n > 1 et card F = m > 1. Il existe alors des bijections

f:A{L....n} —=E, g¢g:{1,...,m} — F.

On prouve (1.2) en construisant une bijection i de {1,...,n+m} sur EU F. La trans-
lation
t:{n+1,....,n+m}—{1,...,m}, i—i—n

est une bijection et 'application g ot réalise une bijection de {n+1,...,n+m} sur F.
Définissons alors h par

i) = {f(z) siie{l,...,n},

(got)(i) site{n+1,...,n+m}.

Pour vérifier la surjectivité de h, soit z un élément quelconque de F U F'. Si z € E,
alors il a un antécédent ¢ dans {1,...,n} par la surjection f et comme h(i) = f(i) = z,
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i est aussi antécédent de z par h. Si z € F, il a un antécédent j dans {1,...,m} par la
surjection g et j a un antécédent i dans {n + 1,...,n + m} par la surjection ¢. Alors
h(i) = g(t(i)) = g(j) = 2z donc i est antécédent de z par h.

Pour vérifier I'injectivité de h, notons i et ¢’ deux éléments distincts de {1,...,n+m}.
S’ils sont I'un dans {1,...,n} et autre dans {n + 1,...,n 4+ m}, leurs images h(i) et
h(i") sont 'une dans F et 'autre dans F qui sont disjoints (ENF = 0)) donc h(i) # h(d').
sinon i et ¢’ sont tous deux dans {1,...,n} (resp. dans {n+1,...,n+m}) et h(i) # h(i')
en raison de l'injectivité de f (resp. de g ot). ]

Corollaire 1.13 (de la proposition 1.12).
a) Si Ey, ..., Ey sont d ensembles finis deux a deux disjoints, Fy U ---U Ey est un

ensemble fini et
d
d
card (Z}U1 El) = Z card E;.

i=1
b) Si E et F sont des ensembles finis quelconques (pas forcément disjoints), E'U F
est fini et
card(E'U F) = card E 4 card F' — card(E N F).

Preuve. Laissée en exercice. O

Proposition 1.14. Soient E et F deux ensembles finis. Leur produit cartésien a pour

cardinal
card(E x F) = card E x card F. (1.3)

Preuve. Le cas ou 'un des deux ensembles E ou F' est vide étant trivial, on suppose
désormais qu’aucun des deux n’est vide. On fait une récurrence sur n = card E, en
prenant pour hypothese de récurrence :

(H,) si card E' = n, alors card(E x F') = ncard F pour tout F' fini non vide.

Initialisation. Si card E = 1, E n’a qu'un élément x; et 'application h : {z1} x ' — F|
(z1,y) — y est clairement une bijection donc card({z;1} x F') = card F' et (H;) est
vérifiée.

Induction. Supposons (H,,) vraie pour un certain n et soit F un ensemble de cardinal

n+1. Il existe une bijection f : {1,...,n+1} — E permettant de numéroter les éléments
de E en posant pour tout i € {1,...,n+ 1}, z; := f(i). La restriction de f a {1,...,n}
est une bijection de {1,...,n} sur son image E' = {z1,...,x,}. Ainsi E’ est de cardinal

n et E est 'union de ses deux sous-ensembles disjoints E’ et {x,41}. On en déduit
immédiatement que E X I est 'union des deux produits cartésiens disjoints £’ x F' et
{Zp41} X F. Par la proposition 1.12 on a alors

card(E x F) = card(E' x F) + card({zp+1} X F).
En utilisant (H,,) et (H;), on obtient alors
card(E x F) =ncard F' + card F = (n + 1) card F,

donc (H,41) est vérifiée. O
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1.2. Ensembles finis et dénombrement

Remarque 1.15. On aurait pu aussi prouver (1.3) en construisant explicitement une
bijection E x F' — {1,...,nm} (avec card E = n et card F' = m). Voici une facon de
la construire. On note f : {1,...,n} — E, i — x; := f(i) et g : {1,...,m} — F,
Jj — y; = g(j) des numérotations bijectives de E et F. On définit alors h : E X
F — {1,...,nm} en posant h(z;,y;) := m(i — 1) + j, ou de maniere plus formelle
h(z,y) == m(f'(x) — 1) + g~ (y) pour tout (z,y) € E x F. On laisse en exercice la
vérification de la bijectivité de h. L’idée de sa construction est simplement de ranger les
couples éléments de E x F sous la forme d'un tableau ou le couple (z;,y;) se trouve a
I'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j et de numéroter les éléments de ce tableau
en balayant chaque ligne de gauche a droite de la ligne 1 jusqu’a la ligne n.

Corollaire 1.16 (de la proposition 1.14). Si Ey,..., E4 sont d ensembles finis,
d
card(Ey X -+ X Ey) = Hcard E;.
i=1

Preuve. Une récurrence immédiate sur d fournit le résultat. O

Proposition 1.17 (nombre d’applications E — F' et cardinal de P(F)).

(a) Sicard E =n et card F = p, l’ensemble F¥ des applications de E dans F est fini
et a pour cardinal p", autrement dit :

card(F¥) = (card F)*”.

(b) Comme P(E) est en bijection avec 'ensemble {0,1}F des applications de E dans

{0,1},
card P(E) = 2" = 204 E,

Preuve. Le (a) se démontre facilement par récurrence sur le cardinal de F, en notant
que si on ajoute un élément x, 1 a F, il y a p facons différentes de prolonger f : £ — F
en attribuant comme image a x,,1 'un des éléments de F'. La rédaction détaillée est
laissée en exercice.

Une bijection naturelle entre P(E) et {0, 1} est Papplication ¢ qui & toute partie A
de E associe sa fonction indicatrice :

¢:P(E) — {0,1}* A= p(A) = 14.
Rappelons que l'indicatrice d’une partie A de E est I'application

14: £ —{0,1} leA(w)I:{(l) :i:;ﬁ’

La vérification de la bijectivité de ¢ est laissée en exercice ®. O]

3. Ni la définition de ¢, ni la preuve de sa bijectivité n’utilisent la finitude de E. Ainsi P(F) et
{0,1}¥ sont en bijection quel que soit I’ensemble E # (), fini ou infini.
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Définition 1.18 (arrangement). Si E est un ensemble de cardinaln et k un entier tel que

1 <k <n, on appelle arrangement de k éléments de E tout k-uplet (x1, o, ..., x)) d’élé-
ments tous distincts de E. Un tel arrangement représente une injection de {1,...,k}
dans E.

Proposition 1.19 (dénombrement des arrangements). Le nombre d’arrangements de k
éléments de E (1 <k <n=cardE) est

AL =nn—1)(n—2)--(n—k+1)=

n

—_— 1.4
(n—k)! (14)
AF est aussi le nombre d’injections d’un ensemble I de cardinal k, par exemple {1, ..., k},

dans E. En particulier pour I = E (et donc k = n), on obtient le nombre de bijections
de E dans lui méme (appelées aussi permutations de F) :

nombre de permutations de £ = A = n/!

Preuve. On prouve (1.4) par récurrence finie sur k, le cas k = 1 étant évident. Supposons
donc (1.4) vraie pour un k£ < n et montrons qu’alors elle est aussi vraie pour k + 1. Une
application f : {1,...,k+1} — E est déterminée de maniére unique par la donnée de sa
restriction f & {1,...,k} et de f(k+1). L’application f est injective si et seulement si sa
restriction f est injective et f(k+1) ¢ f({1,...,k}). Comme le cardinal de f({1,...,k})
est k, cela laisse n — k choix possibles pour f(k+ 1). On en déduit que

AL = Ak (n k) =nn—1)(n—2)---(n—k+1)(n—k),
ce qui montre que (1.4) est vérifiée au rang k + 1. O

Définition 1.20 (combinaison). On appelle combinaison de k éléments de E (1 < k <
n = card E) toute partie de cardinal k de E. Une combinaison a tous ses éléments
distincts comme un arrangement, mais ['ordre d’écriture n’a pas d’importance.

Proposition 1.21 (dénombrement des combinaisons). Le nombre de combinaisons de
k éléments de E (1 <k <n=cardE) est

nn—1)n-2)---(n—k+1) n!
Cn = k(k—1)---1 T Kl(n— k) (1.5)

Preuve. Notons Ay (FE) l'ensemble de tous les arrangements de k éléments de E. 11 est
alors clair que I'on a la décomposition en réunion d’ensembles disjoints

AE)= | AB). (1.6)

BCE, card B=k

Autrement dit on a partitionné A(E) en regroupant dans une méme classe Ag(B) tous
les arrangements formés a partir des éléments d’une méme partie B de cardinal k. Il
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1.2. Ensembles finis et dénombrement

y a donc autant de classes distinctes dans cette décomposition que de parties B de
cardinal k dans E, c’est-a-dire C* classes. D’autre part chaque classe Ay(B) contient
autant d’arrangements que de bijections B — B (ou permutations sur B), c’est-a-dire
Ek!. Compte-tenu du corollaire 1.13 a), on déduit alors de (1.6) que :

card Ap(E) = Y card Ag(B) = Chkl.

BCE, card B=k
Or card A,(E) = A* par la définition des A*, d’ott Ak = C*k! ce qui donne (1.5). [

Les nombres C* sont appelés aussi coefficients binomiauz en raison de leur role dans
la formule du binéme de Newton, que nous retrouverons ci-dessous (corollaire 1.24)
comme cas particulier de la formule du multinome. Avant de nous y attaquer, il n’est
peut-étre pas inutile de faire un rappel sur le développement d'un produit de sommes
finies.

Proposition 1.22. Soient Jy,...,J, des ensembles finis non vides d’indices et pour
v=1,...,n, j € J;, des nombres réels ou complezes x; ;. En notant K, = Jy X --- X J,,
on a

1T (gp) - > (m) S < x> .7

i=1 \jeJ; J1serjn)EKn \i=1 fi€i jn€Jn \i=

Voici une traduction sans formules de cet énoncé : « le produit de n sommes finies est
égal a la somme de tous les produits de n facteurs que 'on peut former en sélectionnant
un facteur parmi les termes de chacune des n sommes ». La figure 1.1 illustre ’application
de cette regle au développement de (a +b+c¢)(d+e)(s+t+u+v). Ici J; ={1,2,3},
11 =4a,...,r13=4¢, JQ = {1,2}, To1 = d, To2 = €, Jg = {1,...,4}, T31=58,...,T34 =
v. La proposition 1.22 se démontre facilement par récurrence sur n.

Proposition 1.23 (formule du multinome). Pour tous entiers d > 2, n > 2 et tous
nombres réels ou complexes aq, ... ,aq,

n_ n! k k
(a1+---—|—ad) = Z mall...add. (18)

(kl,...,kd)ENd
ki1+-+kq=n

Preuve. On commence par appliquer la formule (1.7) avec J; = --- = J, = {1,...,d}

pour obtenir :

(a1+---+ad)n:(a1+---—|—ad)><---><(a1+---+ad): Z iy - .- Qj,, -

~ (i1y0yin) €{1,....d}"™

n parentheéses
(1.9)
Parmi les n facteurs du produit a;, ... a;,, il peut y avoir des répétitions et il peut aussi
manquer certains des a;. En regroupant les facteurs identiques, on peut toujours écrire
ce produit sous la forme a]fl e asd, ou pour j = 1,...,d, on a noté k; le nombre de
facteurs égaux a a; dans ce produit (éventuellement k; = 0 si a; ne figure pas dans le
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ads
adt
adu
adv
aes
aet
aeu
aev
bds
bdt
bdu
bdv
bes
bet
beu

bev
cds
cdt

cdu
cdv
ces
cet

ceu

cev
F1a. 1.1 — Arbre de développement de (a +b+c¢)(d+e)(s +t +u+v)
produit). Comme il y a n facteurs, les k; vérifient k; + - - - + k4 = n. Notons maintenant

M(n, ki, ..., kq), le nombre d’apparitions du produit a’fl .. .agd dans le développement
de (a3 + -+ + aq)". Avec cette notation, on peut réécrire (1.9) sous la forme

(@t +a)" = > Mk, k)df ... af. (1.10)
(F1,....kq)EN?
k1t tka=n

Il ne nous reste plus qu’a faire un peu de dénombrement pour expliciter le coefficient
M(n,ky, ..., kq) pour kq,..., kg entiers fixés tels que ky + - -+ + kg = n. Cela revient a
compter de combien de fagons on peut choisir les k; parentheses fournissant aq, les ks

parentheses fournissant as,. .., les k4 parentheses fournissant a4, pour former le produit
k .. N . . .
a]fl ...ay. Commencons par choisir les k; parentheses dont la contribution est a;, ceci

peut se faire de C* fagons. Parmi les n — k; parentheses restantes, on choisit ensuite les
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1.2. Ensembles finis et dénombrement

ko parentheses qui fournissent as, ce qui nous laisse CSZ », Possibilités. Et ainsi de suite,
jusqu’au choix de k; parenthéses parmi les n — k; — - -+ — kg_1 dernieres* pour obtenir
aq. On en déduit que

M(nky,... ka) = CEx Ol s Ol oo cbe
kll(n—k1)| kz‘(n—kl —k2)| kgl(n—kl _kQ_kS)'
e x (n—kl—---—kd_l)!
kd'(n - /{31 — e kd)'
n!
o kallkg

apres simplifications et en notant que (n — k; —--- — kg)! = 0! = 1. m
Les nombres M (n, ki, ..., kq) sont appelés coefficients multinomiauz. On peut aussi

les interpéter comme
a) le nombre de fagons de répartir les éléments d’'un ensemble de cardinal n en d
sous-ensembles de cardinal respectif ki, ... kq;
b) le nombre d’applications f de {1,...,n} dans {1,...,d} telles que chaque i dans
{1,...,d} ait exactement k; antécédents dans {1,...,n} par f.
Notons en passant que d’apres linterprétation b), le nombre total d’applications de
{1,...,n} dans {1,...,d}, soit d* d’apres la proposition 1.17 a), doit étre égal a la
somme de tous les M (n, ki, ..., kq), ce qui s’écrit :

"= > M(nki,... k)
(k1,...,kq)EN?
ki4-+kq=n

C’est bien ce que donne la formule du multindme en prenant tous les a; égaux a 1

dans (1.8).

Corollaire 1.24 (formule du binéme). Pour tous réels ou complezes a et b et tout entier
n>2,

n _ n! kl_n k_kpn—k
(a+b)" = mab—ZC’nab : (1.11)
(k,1)EN? k=0
k+l=n
Preuve. 11 suffit d’applique la formule du multinome avec d = 2, a1 = a, as = b. O
Remarque 1.25. Dans le calcul des M(n, kq, ..., kq) ci-dessus, il peut sembler que I'on

ait avantagé les a; en commencant par les choisir en premier et pénalisé les ag en les
gardant pour la fin. Vous pourrez vous convaincre qu’il n’en est rien en refaisant ce calcul
en plagant les a; dans I'ordre qui vous convient, par exemple en commencant par ag, ou
par as,. . ..

4. Comme n—ky —---— kg1 = kg, il n’y a qu'un seul choix possible a ce stade : prendre toutes les
parentheses restantes.
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Chapitre 1. Dénombrer et sommer

Voici d’ailleurs une suggestion pour une preuve alternative qui pourrait étre dévelop-
pée en exercice. On considere 'ensemble §,, de toutes les permutations de {1,...,n}. Son
cardinal est n!. Fixons ky, ..., kq entiers de somme n. On pose E; = {1+ k;_1,..., k;},
avec ko :=0et i =1,...,d. Si (Fi,...,F;) est un d-uple de parties de {1,...,n}, deux
a deux disjointes et de réunion {1,...,n}, combien y a-t-il de bijections f € §,, vérifiant
f(E;) = F; pour tout i = 1,...,d? En déduire que n! = M(n,ky,... kq)ki!... kgl

1.3 Dénombrabilité

On peut comparer les ensembles finis par leur nombre d’éléments. Cette notion n’a
plus de sens pour des ensembles infinis. Néanmoins on peut généraliser cette comparaison
en disant que deux ensembles ont méme cardinal s’ils sont en bijection. Ceci permet de
comparer les ensembles infinis. Il convient de se méfier de I'intuition courante basée sur
les ensembles finis. Par exemple si A et B sont finis et A est inclus strictement dans
B, alors card A < card B et il n’existe pas de bijection entre A et B. Ceci n’est plus
vrai pour les ensembles infinis. Par exemple N* est strictement inclus dans N mais est
en bijection avec N par 'application f : N — N*, n +— n + 1, donc N* et N ont méme
cardinal. Nous nous intéressons maintenant aux ensembles ayant méme cardinal que N.

Définition 1.26. Un ensemble est dit dénombrable sl est en bijection avec N. Il est
dit au plus dénombrable sl est fini ou dénombrable.

Exemple 1.27. L’ensemble 2N des entiers pairs est dénombrable. Pour le voir, il suffit
de considérer I'application f : N — 2N, n — 2n qui est clairement une bijection. On
vérifie de méme que ’ensemble des entiers impairs est dénombrable.

Exemple 1.28. L’ensemble Z est dénombrable. On peut en effet « numéroter » les
entiers relatifs par les entiers naturels en s’inspirant du tableau suivant.

Z|...|—4|-3|-2]-1|0|+1|+2|+3|+4
Nj...|]8 6 4] 2]|0[1]3] 5> |7

Plus formellement, définissons ’application f : N — Z par

n+1

VneN, f(n)= {_i

- Sl n est parr.

si n est impair,

Pour vérifier que f est une bijection, montrons que pour tout & € Z donné, ’équation
f(n) = k a une solution unique. Si k& > 0, il ne peut avoir d’antécédent pair par f
puisque f envoie 'ensemble des entiers pairs dans Z~. L’équation f(n) = k se réduit
donc dans ce cas a ”T“ = k qui a pour unique solution n = 2k 4+ 1. Si k£ < 0, il ne peut
avoir d’antécédent impair par f et 'équation f(n) = k se réduit a 5* = k qui a pour
unique solution n = —2k. Ainsi f est bien une bijection puisque tout élément k£ de Z a
un antécédent n unique par f. La bijection inverse est donnée par

2k+1 sik >0,

VkeZ, k)=
J k) {—2]{: sik <0.
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1.3. Dénombrabilité

Exemple 1.29. L’ensemble N? est dénombrable. Cet exemple reléve de la proposi-
tion 1.34 ci-dessous, mais la vérification directe est instructive. Voici une facon de
construire une bijection f : N?> — N. L’idée est de fabriquer une numérotation des
couples de N? par les entiers en s’inspirant du schéma de la figure 1.29. Un peu de

F1G. 1.2 — Une numérotation des couples (i,5) de N?

dénombrement nous conduit & proposer la définition ®

V6 i) €N, i) = UFIEHIED)

Preuve. La vérification de la bijectivité de f repose sur la remarque suivante. Définissons
la suite (ug)ken par

k(k+1)

—

Il s’agit clairement d’une suite strictement croissante d’entiers, de premier terme ug = 0.
On a donc

Vk eN, wuy:=

VieN, dlk=k eN, uy < < Upyq- (112)

De plus,
sil=f(i,5), ki=i+jetl=mug+7. (1.13)

Surjectivité de f. Soit | quelconque dans N et k = k; défini par (1.12). Posons j = [ — uy,
et i =k —j. Alors
(t+)E+7+1) . k(k+1)

f(i,j): 5 —l—j:T—l—j:uk—i—l—uk:l.

Le couple (i, 7) ainsi défini a partir de [ est donc antécédent de [ par f et comme [ était
quelconque, f est surjective.

5. Justification laissée en exercice.
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Chapitre 1. Dénombrer et sommer

Injectivité de f. Soient (i,7) et (i',7") tels que f(i,7) = f(¢',j') et notons [ cette valeur
commune. D’apres (1.13), ona k; =i+j =1i+j et | = uy, + 75 = uy, +j'. On en déduit
immédiatement que j = j', puis que i =4, d’ou (¢, 5) = (¢, j'), ce qui établit I'injectivité
de f. m

Lemme 1.30. Toute partie infinie de N est dénombrable.

Preuve. Soit F une partie infinie de N. On construit une bijection f de N sur E par
récurrence en utilisant le fait que toute partie non vide de N admet un plus petit élément.
On initialise la récurrence en posant :

E() = E, f(O) ‘= min E().
Ensuite, pour n > 1, si on a défini f(k) et Ey pour k =0,...,n — 1, on pose
E,=FE\ f({0,....n—1}), f(n):=minkE,.

L’ensemble f({0,...,n—1}) = {f(0),..., f(n—1)} est fini donc E,, est non vide puisque
E est infini. On peut donc bien construire ainsi de proche en proche tous les f(n) pour
n € N. De plus il est clair par construction que pour tout n > 1, f(n — 1) < f(n).
L’application f est donc strictement croissante, ce qui entraine son injectivité. Pour voir
qu’elle est surjective, soit m un élément quelconque de . Comme m est un entier, il n’y
a qu'un nombre fini d’entiers strictement inférieurs a m, donc a fortiori qu'un nombre
fini n d’éléments de E inférieurs strictement a m (éventuellement aucun). Ainsi m est le
(n+ 1)-ieme plus petit élément de E, d’ou f(n) = m (comme on commence a 0, n est le
(n 4 1)-ieme plus petit entier de N). Nous venons de montrer qu’un élément quelconque
de E a au moins un antécédent par f, autrement dit que f est surjective. O

Proposition 1.31. Toute partie infinie d’un ensemble dénombrable est elle-méme dé-
nombrable.

Preuve. Soit A une partie infinie d’'un ensemble dénombrable B. Il existe alors une
bijection g : B — N. Sa restriction § & A est une bijection de A sur g(A). L’ensemble
g(A) est une partie infinie de N, car si elle était finie, il en serait de méme pour A. Par le
lemme 1.30, il existe une bijection f de g(A) sur N. L’application fog: A — N est une
bijection comme composée de deux bijections. L’ensemble A est donc dénombrable. [

Remarque 1.32. La proposition 1.31 nous permet de caractériser les ensembles au plus
dénombrables comme ceux qui sont en bijection avec une partie de N, ou encore comme
ceux qui s’injectent dans N. De méme, les ensembles dénombrables sont les ensembles
infinis qui s’injectent dans N.

Remarque 1.33. Il résulte immédiatement de la proposition 1.31 que si I’ensemble B
contient une partie infinie A non dénombrable, B est lui méme infini non dénombrable.

Proposition 1.34. Le produit cartésien d’une suite finie d’ensembles dénombrables est
dénombrable.
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1.3. Dénombrabilité

Preuve. Notons Ei, ..., E, la suite finie d’ensembles dénombrables considérée. Pour ¢ =
1,...,n, nous disposons d’une bijection F; — N, qui par composition avec la bijection
N — N* n +— n + 1 donne une bijection f; : £; — N*. Comme F = F; X --- X E,
est clairement un ensemble infini, il nous suffit de construire une injection de E dans
N. Pour cela il est commode d’utiliser les nombres premiers dont nous notons (p;);>1 la
suite ordonnée : py =2, po =3, p3 =5, py =7, ps = 11,...

Définissons f : E — N, par

Ve = (z1,...,2,) € E, f(z):= p{1(m) N .p”{n(ﬂin) _ Hpjj(fbj)'
7j=1

Remarquons que pour tout z € E, f(z) > 2f1@) > 2,

Pour vérifier I'injectivité de f, soient x et y dans E tels que f(z) = f(y). En vertu
de T'unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier supérieur ou égal a 2,
cette égalité équivaut a :

Vi=1,....n, filz;) = fi(y)-
Comme chaque f; est injective, ceci entraine 1’égalité x; = y; pour tout ¢, doux =y. [

Corollaire 1.35. Pour tout entier d > 1, N¢, Z% sont dénombrables. L’ensemble Q des
nombres rationnels est dénombrable (de méme que Q?, d > 1).

Vérification. La dénombrabilité de QQ s’obtient facilement en l'injectant dans le produit
cartésien d’ensembles dénombrables Z x N* via I'unicité de I’écriture en fraction irréduc-
tible (avec dénominateur positif) d’un rationnel. Les autres affirmations du corollaire
découlent immédiatement de la Proposition 1.34. O

Voici un premier exemple d’ensemble infini non dénombrable.

Proposition 1.36. L’ensemble {0,1}Y des suites infinies de 0 ou de 1 est infini n’est
pas dénombrable.

I est clair que {0, 1} est un ensemble infini, puisque qu’il contient un sous-ensemble

en bijection avec N, par exemple I'’ensemble de suites {(1{”}(k))keN’ n e N}.

Preuve. Supposons que {0, 1} soit dénombrable, on peut alors numéroter ses éléments
par les entiers, de sorte que {0, 1} = {z,,; n € N}, chaque z,, étant une suite (2,1 )ren
de chiffres binaires. Construisons alors la suite y = (Y )ken de chiffres binaires en posant :

1 si Tk k =0

Vk € N, =1 =y, =
Yk ok {O si Lk = 1.

Alors par construction, la suite y différe de chaque suite z, (au moins par son n® terme).
Or y est un élément de {0, 1}, donc la numérotation considérée ne peut étre surjective.
m
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Chapitre 1. Dénombrer et sommer

Corollaire 1.37. P(N) n’est pas dénombrable. Le segment [0,1] de R n’est pas dénom-
brable. R n’est pas dénombrable, C n’est pas dénombrable. Un intervalle de R est soit
infini non dénombrable, soit réduit a un singleton, soit vide.

Preuve. Comme P(N) est en bijection avec {0,1}" par I'application A — 14, P(N)
est infini non dénombrable. D’apres la remarque 1.33, la non dénombrabilité de R ou
de C résulte immédiatement de celle de [0, 1]. Pour vérifier cette derniere, nous utili-
sons & nouveau la remarque 1.33 en construisant une partie de [0, 1] en bijection avec
{0, 1}, La premiere idée qui vient  I’esprit pour une telle construction est d’utiliser le
développement des nombres réels en base 2. Mais pour éviter les difficultés techniques
liées a l'existence de développements propre et impropre pour les nombres de la forme
k27" nous utiliserons plutot la base 3 en ne conservant que les chiffres binaires 0 et 1.
Définissons donc ©

“+oo
U

f:{0, 1N —00,1], u= (up)pen — f(u) = Z%

k=0

Comme les up ne peuvent prendre que les valeurs 0 ou 1, la série a termes positifs
définissant f(u) converge puisque son terme général vérifie 'encadrement 0 < u,37%71 <
37%=1. Sa somme f(u) vérifie donc

“+o0
1 1 1 1
0§f(u)§23k+1:§1_l:§'
k=0 3

Ainsi f est bien une application de {0,1}" dans [0,1] et d’aprés la remarque 1.5, il
suffit de vérifier son injectivité pour qu’elle réalise une bijection de {0, 1} sur son image
A:={f(u); u € {0,1}}. Par la proposition 1.36, on en déduira la non dénombrabilité
de A.

Pour montrer I'injectivité de f, supposons qu’il existe deux suites u # u' éléments de
{0, 1} telles que f(u) = f(u'). Comme u # u’, Pensemble des entiers k tels que uy # uj,
est non vide et a donc un plus petit élément que nous notons j. On a ainsi u, = uj,
pour tout k < j et u; # uj. Quitte & permuter u et u’, on ne perd pas de généralité en
supposant que u; = 1 et uj = 0. L’égalité f(u) = f(u’) implique alors :

1 XUl —
PYAS I Z Jktl
k=j+1

Comme uj — ug ne peut prendre que les valeurs —1, 0 ou 1, il est majoré par 1, d’ou :

o 1 1

1 1 1
3+ < Z L 3421 _ L 9w gitl’
k=j+1 3

6. La lecture de ce qui suit requiert la connaissance des séries dont les principales propriétés sont
rappelées section 1.4 ci-apres, voir notamment les séries géométriques (exemple 1.49).
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1.3. Dénombrabilité

ce qui est impossible. On en déduit que si f(u) = f(u'), nécessairement u = v, ce qui
établit I'injectivité de f.

Pour vérifier la non dénombrabilité d’un intervalle non vide et non réduit a un sin-
gleton de R, il suffit de remarquer que cet intervalle a au moins deux éléments a et b et
qu'’il contient alors [a, b]. Il suffit maintenant de construire une bijection [0,1] — [a, b].
L’application

f:00,1] — [a,b], t+—ta+ (1—1)b

fait ’affaire. [l

Remarque 1.38. 1l est facile de construire une bijection entre | —1, 1] et R, par exemple
x +— tan(mx/2) et d’en déduire une bijection entre R et n’importe quel intervalle ouvert
non vide. En fait on peut montrer que les ensembles suivants ont tous méme cardinal :
{0, 1}, R, C, tout intervalle non vide et non réduit a un singleton de R. On dit qu’ils ont
la puissance du continu. Sans aller jusqu’a démontrer completement cette affirmation,
nous nous contenterons de présenter ci-dessous une construction explicite d'une bijection
entre {0, 1} et [0,1[. I est clair que {0, 1} est lui méme en bijection avec {0, 1}
(pourquoi ?).

Exemple 1.39 (une bijection entre {0, 1} et [0, 1[). Commengons par un rappel sur
le développement en base 2 des réels de [0, 1], i.e. 'existence pour un z € [0, 1] d’une

suite (ar)gen+ € {0, 1} telle que
ak
r=3 o (1.14)

On appelle nombre dyadique de [0,1], tout = € [0,1] de la forme k27" avec k € N et
n € N*. Un tel dyadique admet une écriture irréductible unique de la forme (27" avec [
impair. Notons A 'ensemble des dyadiques de [0, 1].

Siz € [0,1[\A, il existe une unique suite (az)zen+ € {0, 1} vérifiant (1.14). De plus
cette suite (ag)ren+ comporte a la fois une infinité de 0 et une infinité de 1.

Si z € A, il existe deux suites (ag)ren- € {0, 1} et (a))ren= € {0, 1}V vérifiant
(1.14). L'une (ax)ren+ a tous ses termes nuls a partir d’un certain rang. C'est le dévelop-
pement propre du dyadique x. L’autre a tous ses termes égaux a 1 a partir d’un certain
rang, ¢’est le développement impropre de x. Nous noterons p(x) le développement propre
de z et i(x) son développement impropre. Par exemple le dyadique % a pour dévelop-
pemment propre (0,1,1,0,0,0,0,...) car % = % + %. Son développement impropre est
(0,1,0,1,1,1,1,...) puisque £ = >/ 27%.

Définissons maintenant f : [0, 1[— {0, 1} comme suit.

— Siz € [0,1[\A, on prend pour f(x) 'unique suite (ap)ren- € {0, 1} vérifiant

(1.14).
—Siz e Aeta#0,x#1/2, il existe une écriture unique = = (27" avec [ impair.
On pose alors

f(i): z(%) sil=1 mod 4,
2 p<2_—n> sil=3 mod 4.
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Chapitre 1. Dénombrer et sommer

— Pour f(0) on prend la suite ne comportant que des 0 et pour f(1/2) la suite ne
comportant que des 1.

1
2

F1a. 1.3 — Arbre binaire des dyadiques de |0, 1]

Le mécanisme de construction de f sur les dyadiques autres que 0 et 1/2 peut étre
décrit de maniere informelle a ’aide de ’arbre binaire de la figure 1.3. Chaque indi-
vidu de cet arbre hérite un développement binaire de son ascendant direct et engendre
lui méme deux enfants et deux développements binaires. L’enfant de gauche hérite du
développement impropre et celui de droite du développement propre.

La compréhension de la définition de f demandant plus d’effort que la vérification
de sa bijectivité, ce dernier point est laissé au lecteur.

Proposition 1.40. Soit J un ensemble au plus dénombrable d’indices et pour tout 7 € J,
soit A; un ensemble au plus dénombrable. Alors A := jLGJJ A; est au plus dénombrable.
Preuve. Le cas J = () est trivial puisqu’alors A = (). Si tous les A; sont vides, A lest
aussi (quel que soit J). On suppose désormais que J n’est pas vide et qu’au moins un
des A; est non vide. On va montrer que A est au plus dénombrable en construisant une
injection h de A dans N.

On peut traduire les hypothéses en écrivant qu’il existe une injection” f : J — N* et
que pour tout j tel que A; # (), il existe une injection g; : A; — N*. Admettons pour un
instant que ’on peut construire une famille (A;) jes d’ensembles deux a deux disjoints
tels que pour tout j € J, A7 C A; et que

A= U A;= U A
jeJ jeJ
On définit alors I'application h : A — N comme suit. Si x € A, il existe un unique j € J
tel que z € A%. On pose alors :

()
h(w) = P

7. Toute injection d'un ensemble dans N peut se transformer en injection du méme ensemble dans
N* par composition avec la bijection N — N* n +— n + 1.
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1.3. Dénombrabilité

ou py désigne le k-ieme nombre premier. Remarquons que h(x) > 2 puisque f(j) > 1, la
suite (pi) est croissante de premier terme p; = 2 et g;(x) > 1.

Pour vérifier I'injectivité de h, soient x et y dans A tels que h(x) = h(y). En notant
[ I'unique indice tel que y € Aj, cette égalité s’écrit

gi(z) _ _ai(y)
Pit)y = Pjay -

En raison de I'unicité de la décomposition d’un entier n > 2 en facteurs premiers, ceci
entraine f(j) = f(I) et g;(z) = gi(y), puis par injectivité de f, j =l et g;(x) = g;(y)-
Comme g; est injective, on en déduit que x = y. L’injectivité de h est ainsi établie.

Il reste a justifier la construction de la famille (A}) e ;. On commence par transporter
l'ordre de N sur J wvia I'application f en écrivant pour j,l € J, que j < [ signifie
que f(7) < f(I). Ceci nous permet de noter les éléments de J en suivant cet ordre

J = {jo,j1,---}, ot jo < j1 <.... Ensuite on construit A} par récurrence en posant
A;D : Aj07 Bjo = Ajo
/
Aj1 = Ajl N (A \ Bjo)a le = Bjo U Ajl

A=A N (AN B)),  Bj, =B, U4,

Les détails de la vérification sont laissés au lecteur. O

Proposition 1.41 (dénombrabilité par image surjective). Soient A et B deux ensembles
tels qu’il existe une surjection f de A sur B. Alors si A est dénombrable, B est au plus
dénombrable. Si A est fini, B est fini et card B < card A.

Il est possible que A soit infini et B fini, un exemple évident étant fourni par I’ap-
plication nulle f : x +— 0 de A =N dans B = {0} qui est clairement une surjection.

Preuve. Supposons A dénombrable. Définissons sur A la relation d’équivalence x ~ x’
si f(x) = f(a'). Les classes d’équivalences pour cette relation réalisent une partition
de A. Dans chaque classe d’équivalence, choisissons un représentant particulier ®. Soit
Ap la partie de A formée de tous les représentants ainsi choisis. Si x et 2’ sont deux
éléments distincts de Ay, ils sont dans deux classes ¢ et ¢ disjointes, donc f(z) # f(2').
La restriction de f a Ag est donc injective. Par ailleurs, puisque f est surjective, tout
y € B a au moins un antécédent x dans A. Si ¢ est la classe de z, il y a dans cette
classe un (unique) élément de Ay qui a lui aussi y pour image par f. Donc la restriction
de f a Ag reste surjective et c’est finalement une bijection de Ay sur B. L’ensemble B
est en bijection avec une partie Ay de I'ensemble dénombrable A, il est donc au plus
dénombrable.

Le cas A fini est une adaptation facile de ce qui précede. n

8. Par exemple en fixant une numérotation de A par les entiers (k — z;,) et en décidant de prendre
dans la classe ¢ ’élément x;, d’indice k minimal. On évite ainsi 'invocation de 'axiome du choix. . .
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1.4 Rappels sur les séries

Dans cette section nous rappelons sans démonstrations les points essentiels de la
théorie des séries numériques vue en deuxieme année. Nous détaillerons seulement la
question de la convergence commutative en raison de son role dans la théorie des familles
sommables.

1.4.1 Généralités

Définition 1.42. Soit (uy)ren une suite de nombres réels ou complezes. Pour toutn € N,
on appelle somme partielle de rang n le nombre

n
S, = E U
k=0

- 81 S, tend vers une limite finie S quand n tend vers +oo, on dit que la série de
terme général uj converge et a pour somme S, ce que l’on écrit

—+o00
S = E up = lim S,
n—-+00
k=0

Dans ce cas, R, := S — S, est appelé reste de rang n de la série.
— 581 S, n'a pas de limite finie (i.e. tend vers —oo ou +00 ou n'a pas de limite du
tout), on dit que la série diverge.

Remarque 1.43. Par un abus d’écriture courant, on désigne la série (convergente ou
divergente) par la notation « ZZ:OE ug, », mais on ne peut faire intervenir cette expression
dans des calculs que si elle représente vraiment un nombre, i.e. si la série converge.

Remarque 1.44. Si les u; sont complexes, posons x := Reuy et y, = Imug, S, =

Re S, et S/ := ImS,. La suite S, converge dans C vers S si et seulement si S/ et
S/ convergent dans R vers respectivement S’ := ReS et S” := ImS. On en déduit

immédiatement que la série de terme général complexe u, = xp + iy, converge si et
seulement si les séries de terme général xj et vy, convergent dans R et que dans ce cas

+oo +o0 +o0
Z(xk +iyx) = Za:k —I—iZyk.
k=0 k=0 k=0

Remarque 1.45. La définition 1.42 se généralise immédiatement au cas ou les u; sont
éléments d’un espace vectoriel normé F, la convergence dans E de S, vers le vecteur S
signifiant lim,,_, 1o [|S — Sy|| = 0.

Proposition 1.46. Si une série converge, son terme général u,, tend vers 0 quand n
tend vers l'infini.

Remarque 1.47. La réciproque de la proposition 1.46 est fausse. Un contre exemple
bien connu est la série harmonique de terme général u, = 1/k pour k > 1 (et uy = 0).
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Remarque 1.48. La contraposée de la proposition 1.46 s’énonce : si u, ne tend pas
vers 0 quand n tend vers l'infini, alors la série diverge. On parle dans ce cas de divergence
grossiere de la série.

Exemple 1.49 (séries géométriques). Soit ¢ un nombre réel ou complexe. La série
géométrique standard Z;:é q® converge si et seulement si |q| < 1. Dans ce cas, sa
somme est donnée par

400 1

Y=t d <)
—q

k=0

Cette formule permet de calculer la somme de n’importe quelle série géométrique conver-
gente (donc de raison ¢ vérifiant |g| < 1). Il suffit de mettre en facteur le premier terme.
Si (ug)ken est une suite géométrique de raison ¢ (i.e. ugr; = qui pour tout k avec ¢ ne
dépendant pas de k), vérifiant |¢| < 1, on a pour tout j € N,

—+oo —+oo —+oc0o u

_ k—j _ I _ J
E uk—g u;q ]—ujg ¢ =1
k=j k=j 1=0 q

Théoréme 1.50 (critere de Cauchy). La série a termes réels ou complezes Y 3 0 ux
converge si et seulement si

Ve >0, AN €N, Vn,m > N, |S,— S| <e.

Ce théoreme n’est que I'application du critere de Cauchy a la suite des sommes
partielles S,, = ZZ:O ug. 1l se généralise immédiatement au cas ou les termes wu sont
des éléments d’un espace vectoriel normé complet?, en remplagant |S, — S,,| < € par

|Sn, — S| < e.

Corollaire 1.51 (convergence absolue). Si la série > ;20 |uy| converge, alors la série
+o0 : : ’
Y oo Ui converge aussi. On dit qu’elle est absolument convergente.

Le résultat s’étend immédiatement aux séries a termes dans un espace vectoriel normé
complet en remplacant |ug| par [[ug||. On parle alors de convergence normale.

Remarque 1.52. La réciproque du corollaire 1.51 est fausse. Un contre exemple bien
connu est la série alternée de terme général uy = (—1)*/k (k > 1) qui converge alors
que la série des valeurs absolues est la série harmonique qui diverge.

1.4.2 Séries a termes positifs

Si tous les uy sont positifs, (S, )nen est une suite croissante car pour tout n > 1,
Sp — Sn_1 =u, > 0.1l n'y a alors que deux cas possibles :
— ou bien S, a une limite finie S dans R, , la série converge et a pour somme S;

9. C’est le cas en particulier pour les séries & valeurs dans R%. Un espace vectoriel normé complet
est appelé espace de Banach.
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— ou bien S,, tend vers 400 et la série diverge.

La divergence d’une série a termes positifs équivaut donc a la convergence vers +oo de
la suite de ses sommes partielles. Il est commode dans ce cas de considérer que la série
« converge dans R » et que sa somme vaut +oo. Ainsi lorsque les wu;, sont tous positifs,
I’écriture ZZ:OE uy, a toujours un sens comme représentant un élément S de R, : S étant
un réel positif si la série converge au sens de la définition 1.42, S = +o0 sinon.

Il importe de bien comprendre que ceci est particulier aux séries a termes positifs.
Une série & termes de signe quelconque ' peut trés bien diverger sans que la suite des
sommes partielles tende vers +00 ou —oo. Un exemple évident est la série de terme
général uy, = (—1).

Théoréme 1.53 (comparaison). On suppose qu’il existe un ko € N tel que pour tout
k> ko, 0 <wuy <wy. Alors
a) la convergence' de > 20 vy, implique celle de >0 uy, ;

b) la divergence de S} 20wy, implique celle de Y35 vy.

Parmi les applications du théoréeme de comparaison figure la comparaison a une série
géométrique qui a donné naissance aux regles dites de D’Alembert et de Cauchy (basées
respectivement sur ’étude du comportement asymptotique de u, 1 /u, et de uy ™). Ces
regles n'ont d’autre utilité que de résoudre des exercices ad hoc et on peut facilement
s’en passer.

Théoréme 1.54 (regle des équivalents). On suppose que uy et vy sont équivalents'?
quand n tend vers linfini et qu’a partir d’un rang ko, vy > 0. Alors les séries Z,j;’f) Ug,
et ZZ;B v sont de méme nature (toutes deuzx convergentes ou toutes deux divergentes).

Attention, 'hypothese d’équivalence de wuy et v, n’implique pas a elle seule que les
deux séries soient de méme nature si le signe de vy n’est pas constant a partir d’un
certain rang. Comme contre exemple on peut proposer uy = (—1)’%_1/2 et vp = up+1/k
(exercice).

Théoréme 1.55 (comparaison série-intégrale). Soit f continue sur [ko, +o0[, décrois-
sante et positive sur cet intervalle. La série Zﬁi‘;o (k) converge si et seulement si
f,:) f(t)dt a une limite finie quand n tend vers +oc.

La démonstration repose sur I’encadrement

n—1 n n—1
Vn>ko, Y fk+1)< [ f)dt <> f(k)
k=ko ko k=ko

illustré par la figure 1.4. Cet encadrement a son intérét propre pour controler le reste
d’une série a l'aide d’une intégrale généralisée (ou vice versa).

En appliquant le théoréeme 1.55 avec f(t) = ¢, « > 0 et kg = 1, on obtient la
caractérisation de la convergence des séries de Riemann.

10. Plus précisément une série dont la suite des termes présente une infinité de changements de signe.
11. La convergence et la divergence dans cet énoncé sont entendues au sens de la définition 1.42.
12. Ce qui signifie que I'on peut écrire ux = cxvy avec limy_, oo ¢ = 1.
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f(E+1)

Hy

0 k E+1

F1c. 1.4 — Comparaison série-intégrale : f(k +1) < :H ft)ydt < f(k)

Corollaire 1.56 (séries de Riemann).

+oo
. 1 convergente pour o > 1,
La série Z — est .
Pt ke divergente pour 0 < a < 1.
La série est aussi divergente pour o < 0, puisqu’alors son terme général ne tend pas
vers 0.

Corollaire 1.57 (séries de Bertrand).

L série i’i 1 ost co-m)ergente pour 3 > 1,
— k(In k)? divergente pour 0 < 3 < 1.

Remarque 1.58. Pour a # 1 (ou pour a = 1 et 5 < 0), la nature de la série de Bertrand
Z;::; k=*(In k)~” s’obtient directement par comparaison avec une série de Riemann.

1.4.3 Séries a termes de signe non constant

Apres avoir vu que la convergence de > ;% |uy| implique celle de S°°° uy,, on peut
se demander s’il existe des séries qui convergent sans converger absolument.

Remarquons d’abord que si le signe de uy est constant a partir d’un certain rang ko,
I’étude de la convergence de 3" uy se rameéne & celle d’une série a termes positifs. En
effet, Z;ﬁg uy et Z;;’ZO ug sont de méme nature et si up, < 0 pour k > ko, il suffit de
considérer Zktzo(—uk) Ainsi pour une série a termes de signe constant a partir d’'un
certain rang, la convergence équivaut a la convergence absolue et la divergence ne peut
se produire que si S,, tend vers 400 ou vers —oo. Les seules séries susceptibles d’étre
convergentes sans 1’étre absolument sont donc celles dont le terme général change de
signe une infinité de fois.

Par exemple, la série Z;:(—l)k /k converge mais pas absolument. C’est une appli-
cation du théoreme des séries alternées.
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Théoreme 1.59 (des séries alternées). Soit (ux)ren une suite alternée (i.e. pour tout k,
uy et ug1 sont de signes contraires) telle que |uy| décroisse et tende vers 0. Alors

a) la série Y 20 uy converge,

b) pour tout n € N, les sommes partielles consécutives S, et Sni1 encadrent™ la
somme S et le reste R,, = Z;;’ZH ug vérifie

| Bl < gl

Exemple 1.60. Pour 0 < o < 1, la série Z::{(—l)kk*a converge mais pas absolument.
Pour o > 1 elle est absolument convergente.

Exemple 1.61. La série > > (—1)*/Ink converge mais pas absolument.

Remarque 1.62. Méme si une série alternée est absolument convergente, le b) du
théoreme reste intéressant pour le calcul numérique de la somme S.

1.4.4 Opérations sur les séries

La somme des séries de terme général uy, et v, est la série de terme général (uy + vy,).
Le produit de la série de terme général uy par la constante a est la série de terme général
auy. Le produit de deux séries sera étudié plus tard a ’aide des familles sommables.

Proposition 1.63. Les affirmations suivantes sont vérifiées pour des séries a termes
réels ou complexes ou dans un espace vectoriel normé.

a) La somme de deux séries convergentes S 20wy, et S .20 vy, est une série conver-

gente et
+o0 +o0 +o0
D (ue o) = jut v
k=0 k=0 k=0

b) Le produit de la série convergente ZZ:OB ug, par la constante a est une série conver-

gente et
“+o0o +oo
E au = a E U .
k=0 k=0

c) La somme d’une série convergente et d’une série divergente est une série diver-
gente.

d) La somme de deux séries divergentes peut étre convergente ou divergente.

Dans une somme dun nombre fini de termes, les propriétés de commutativité et
d’associativité de ’addition permettent

— de changer 'ordre des termes sans changer la valeur de la somme,

— de faire des groupements de termes sans changer la valeur de la somme.

13. Attention, une fois sur deux on aura Sp,4+1 < S,.
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Que deviennent ces propriétés pour les séries considérées comme sommes d’une infinité
de termes? En gros la réponse est : si la série est absolument convergente, tout se passe
bien, sinon on peut avoir des situations tres pathologiques.

Le seul cas ou l'on n’ait pas besoin de convergence absolue pour retrouver une si-
tuation conforme aux propriétés des sommes d’un nombre fini de termes est celui de la
sommation par paquets de taille finie fixe.

Proposition 1.64 (sommation par paquets de taille finie fixe). Soil (u,)nen une suite
tendant vers 0 a l’infini. Fixons un entier p > 2 et définissons les « paquets de p termes
consécutifs »

p—1
V=Y Ui, jEN
=0

s . “+oo +oo A A )
Alors les séries Y ;" ug et ;-5 v; sont de méme nature et ont méme somme lorsqu’elles
convergent.

Remarque 1.65. Sans 'hypotheése de convergence vers 0 de la suite (u,), le résultat
devient grossierement faux, contre exemple u, = (—1)".

Remarque 1.66. Si Z;ﬁg uy, est absolument convergente, la série des paquets ;r:og V;
I'est aussi. La réciproque est fausse, comme on peut le voir en groupant deux par deux
les termes de la série >, (—1)*/(k + 1), obtenant ainsi la série de terme général positif
v; = (27 +1)"1(25 + 2)~2 équivalent & 452

Définition 1.67 (convergence commutative). La série Y, o uy, est dite commutative-
ment convergente et de somme S si pour toute bijection f : N — N la série Z;ﬁg Uf(k)
converge et a pour somme S. Dans ce cas nous pouvons utiliser la notation

+0o0
S = Zuk av liew de S = Zuk,
=0

keN k=

puisque la somme de la série ne dépend pas de [ordre dans lequel on effectue la somma-
tion. L’écriture avec indexation par « k € N » ne présuppose aucun ordre d’écriture des

termes 4.

Théoreme 1.68. La convergence absolue d’une série a termes réels ou complexes, im-
plique sa convergence commutative.

Nous allons démontrer le théoréme en examinant successivement les cas des séries a
termes positifs, réels et complexes.

14. Par analogie avec I'écriture ), ; u;, ot I est un ensemble fini d’indices. Dans ce cas le résultat
de l'addition des u; pour i € I ne dépend pas de l'ordre des termes et d’ailleurs ’ensemble I n’a nul
besoin ici d’étre ordonné.
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Preuve du th. 1.68, cas d’une série a termes positifs. Nous traitons d’abord le cas d'une
série a termes positifs pour laquelle la convergence absolue se réduit a la convergence et
signifie que la suite croissante des sommes partielles S,, a une limite finie S dans R,.
Soit f une bijection N — N. Définissons les deux suites d’entiers (p,)nen €t (¢n)nen
comme suit. Pour p, nous prenons le plus petit entier p tel que {f(k); k < p} recouvre
{0,...,n}. L’existence de tels p et donc de p,, découle clairement de la surjectivité de f.
Pour ¢, on prend max{f(k); 0 < k < p,}. Autrement dit p,, sert a recouvrir {0,...,n}
de la maniere la plus économique par les premiers termes de la suite des f(k) et g, sert
a « boucher les trous » de la suite d’entiers ainsi formée. On a ainsi

VneN, {0,...,n}C{f(k); k<p,} C{0,...,q.}. (1.15)

On a clairement n < p,, et n < g, donc p,, et g, tendent vers l'infini avec n. De plus ces
deux suites sont croissantes de par leur construction. Posons

S, = Zuk, T, = Zuf(k).
k=0 k=0

En raison de la positivité des uy et de (1.15), nous disposons de ’encadrement
VneN, S5,<T, <5 (1.16)

Si S, converge vers S, la sous-suite (.S,,) converge aussi vers S et (1.16) implique alors
la convergence de (7),,) vers S. En raison de la positivité des wy, la suite (7),) est
croissante. Nous venons de voir qu’elle a une sous-suite qui converge vers .S, ¢’est donc
toute la suite (T,,) qui converge vers S. Nous venons d’établir que ZZ:OE Uf(k) converge

et a pour somme S = ;:08 ug. Comme la bijection f est quelconque, ceci acheve la
preuve du théoreme 1.68 dans le cas d'une série a termes positifs. O

Remarque 1.69. Pour établir (1.16), nous n’avons pas utilisé 'hypothese de conver-
gence de la série de terme général u, mais seulement la positivité des uy. Par conséquent
(1.16) reste valable si la série a termes positifs ZZ:OE uy, diverge. Dans ce cas .S,, tend vers
+00, donc aussi T),, et la suite croissante (7},) ayant une sous-suite tendant vers oo,
c’est toute la suite (7},) qui tend vers linfini. Ainsi on a >°,°0 usy = +00 = 3425 uy.

Pour la commodité de référence et en raison du role essentiel joué par les séries
a termes positifs dans ce cours, nous rassemblons dans ’énoncé suivant les résultats
obtenus dans la preuve du théoreme 1.68 (cas u, > 0) et dans la remarque 1.69 .

Proposition 1.70. Si (uy)ken est une suite de réels positifs, on a pour toute bijection

f:N—=N,
+o00 +o00
D k= sy,
k=0 k=0

cette égalité ayant liew dans R,. Ainsi si les uy, sont positifs, la notation > pen Uk est
toujours légitime et représente la somme S € R, de la série.
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Dans la preuve du théoreme 1.68, le cas d’'une série a termes réels de signe quelconque
va se ramener a celui d'une série a termes positifs en utilisant la décomposition d’un
réel en partie positive et partie négative. Ceci requiert une digression préalable (de la
définition 1.71 a la remarque 1.74).

Définition 1.71 (parties positive et négative). Pour tout x réel, sa partie positive notée
xT et sa partie négative notée x~ sont les réels positifs définis par

r":=max(0,z), z~ :=max(0,—z).

On a alors pour tout x réel

r = zt -z, (1.17)
lz| = aT+a. (1.18)
Par exemple si = 3,12, 27 = 3,12 et 2= = 0, siz = =23, 2t = 0 et 2= =

2,3. Il importe de bien noter que la partie négative d’un réel est un nombre positif ou
nul. Voyons d’abord comment intervient cette décomposition pour une série absolument
convergente.

Lemme 1.72. Si > ;%0 uy, est une série a termes réels absolument convergente et de
somme S, les séries a termes positifs Y, ouy et > 10w, sont convergentes et on a

Zuk Z — ) Zuk Zu;. (1.19)

k=0

Preuve. Par (1.18), on a 0 < u < |ug| et 0 < uy < |ug|. Les séries de terme général u;"
et u, sont donc convergentes par le théoreme de comparaison. La premiere égalité dans
(1.19) résulte alors de (1.17) appliquée a = = ug. La deuxieme égalité s’obtient par la
proposition 1.63 a) et b). O

Remarque 1.73. La réciproque est vraie : si les séries a termes positifs ZZ;)B uy et
S 120, sont convergentes, la série Y ;%0 ug est absolument convergente et on a (1.19)
grace a la proposition 1.63. Ceci montre que I'on ne peut pas se passer de I’hypothese
de convergence absolue dans le lemme 1.72. Il est d’autre part facile d’exhiber un contre
exemple : la série de terme général u, = (—1)*/k.

Remarque 1.74. L’égalité « Zk Gup = ( ZOE uk) » est grossierement fausse! Elle
n’est méme pas vraie pour des sommes finies. Comparez (a+b)" et a™ +b* pour a = —1

et b = 2 pour vous en convaincre.

Preuve du th. 1.68 dans le cas d'une série a termes réels. Soit Z::S uy, une série abso-
lument convergente a termes réels et f une bijection quelconque N — N. On utilise la
décomposition wu ) = u;{(k) — U gy Par le lemme 1.72, la convergence absolue de la série
de terme général wu; implique la convergence des séries & termes généraux positifs u;
et u, . La preuve du théoreme 1.68 dans le cas des termes positifs nous fournit alors la
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+oo 4 -~
convergence des séries Y ;7 uy ) et S Uy €t I'égalité de leurs sommes avec %0 uf

et Z o Uy, respectivement. Par la remarque 1 73, on en déduit la convergence absolue
de Zk:o (). Compte-tenu du lemme 1.72, on a de plus

“+oo +00 +oo +oo
DUy =D Uy~ D Uiy = DU — Z“k = Z (g — ) Z“k
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
O

Preuve du th. 1.68 dans le cas d’une série a termes complexes. Pour des u; complexes,
notons z, := Reuy, et yx := Imuy. Grace aux inégalités 0 < |xg| < |ug| et 0 < |yg| < |ugl,
les séries de terme général réel xy et y; héritent de la convergence absolue de la série de
terme général complexe ug. On conclut alors en combinant la preuve du th. 1.68 dans le
cas réel et la remarque 1.44. O

Remarque 1.75. L’argument utilisé ci-dessus dans le cas complexe se généralise aux
séries a valeurs dans un espace vectoriel normé E de dimension finie, disons pour sim-
plifier E = R?. En effet sur cet espace toutes les normes sont équivalentes et on peut
donc choisir la norme donnée par ||z|| = max;<;<q4|z;| pour x = (x1,...,x4). La conver-
gence d’'une suite dans (E, || ||) équivaut a la convergence composante par composante
et la convergence de Z;ﬁf} ||ug|| implique la convergence absolue des d séries de terme
général uy;, en posant uy = (ug1, ..., Urq). L'adaptation de la preuve ci-dessus est alors
immédiate. Par contre si £/ est de dimension infinie, ce raisonnement n’est plus valable.

Théoreme 1.76. La convergence commutative d’une série a termes réels ou complezes,
implique sa convergence absolue.

Preuve. 11 est clair qu’il suffit de traiter le cas des séries a termes réels. Nous allons dé-
montrer la contraposée de I'énoncé, c’est-a-dire que la négation de la conclusion implique
la négation de ’hypothese. Dans ce but nous supposons que la série de terme général wuy
converge vers le réel S mais pas absolument, autrement dit que :

+o0o +oo
Zuk =5SeR et Z |ug| = +o0. (1.20)
k=0 k=0

Nous allons construire une bijection f : N — N telle que ZZ;XS Uf(r) NE converge pas
vers S.
On commence par noter que (1.20) implique que

+o0 +o0
Zu,j =400 et Zu; = +o00. (1.21)
k=0 k=0

En effet si ces deux sommes sont finies, la série ZZ;XS uy, est absolument convergente
par la remarque 1.73. Si 'une est finie et ’autre infinie, la série ZZ:S ug diverge par la
proposition 1.63 b) et c).
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Nous allons montrer que I’on peut construire une bijection f pour laquelle les sommes
partielles Y ¢ ugy oscillent indéfiniment entre —1 et 1 et donc n’ont pas de limite.
L’écriture explicite de la définition de f étant assez lourde, nous nous contenterons de
donner 'idée de sa construction. Le point clé est le lemme suivant.

Lemme 1.77. Soit v = (vg)ren une suite de réels positifs telle que Z,:jf) v = +00.
Pour tout intervalle borné I de R, définissons

T(I,v) = Z Uk,

keNNnI

avec la convention T'(0,v) := 0. On a alors
Vie N, Ve e Ry, 3y =j(i,z,v) €N; T([5,j,v) <z <T([i,j],v). (1.22)

Preuve du lemme. Notons t; ; := T([i, j[,v). On remarque que pour tout i € N fixé, la
suite (¢;;);>; est croissante a cause de la positivité des vy et tend vers +oo quand j tend
vers +00. Ce dernier point résulte de I’hypothese Z;ZB v = 400 et du fait que l'on ne
change pas la divergence de cette série en supprimant ses ¢ premiers termes. De plus
on at;; =0 car [i,i[= 0. Il est alors clair que I'on obtient (1.22) avec j := max{l > i;
ti,l S x} UJ

Partageons maintenant N en les deux sous-ensembles complémentaires :
At ={leN; uy; >0}, A ={leN;u <0}

Il résulte immédiatement de (1.21) que ces deux ensembles sont infinis (donc dénom-
brables comme parties infinies de N). Définissons alors les suites v = (vg)gen €t w =
(wk)gen en prenant pour vy (resp. wy) le terme de rang k£ dans la numérotation crois-
sante des u; indexés par AT (resp. A7).

En appliquant le lemme 1.77 alternativement avec les suites v et —w, on peut
construire f par récurrence de facon a ce que les sommes partielles T, = > ) usr)
se trouvent a gauche de —1 pour une infinité de n et a droite de +1 pour une infinité de
n. Voici le début de la construction. On applique d’abord le lemme avec ¢t =0, x = 1 et
v. On obtient alors T,,, > 1 pour n; = j(0,1,v) donné par(1.22). Ensuite on revient en
arriere en appliquant le lemme avec —w, ¢ = 0 et x = 14T,,,. Pour ny = ny+5(0, z, —w),
on a alors T,,, < —1. Pour la troisiéme étape, on utilise le lemme avec v, 1 = j(0,1,v)+1,
x = —=T,, + 1 et pour ng = ny + j(i,z,v) on obtient T,,, > 1. Et ainsi de suite. . . O

On peut adapter la démonstration ci-dessus pour construire d’autres bijections f de
facon a faire osciller les sommes partielles entre a et b fixés, ou pour les faire converger
vers n'importe quel réel fixé ', pour les faire tendre vers 400, vers —oo, etc.

Pour conclure cette section, retenons que pour les séries a termes réels ou complexes,
convergence commutative et convergence absolue sont équivalentes.

15. 11 faudra utiliser alors la convergence vers 0 de u,, ce dont nous n’avons pas eu besoin ci-dessus.

Ch. SuQuET, Cours I.P.E. 2007 29



Chapitre 1. Dénombrer et sommer

1.5 Familles sommables

Dans cette section, nous allons généraliser la notion de série en essayant de donner un
sens & une expression de la forme Y, u;, ot I est un ensemble infini '°. Dans le cadre de
ce cours, nous n’aurons besoin que du cas ou les u; sont réels ou complexes. Néanmoins,
pour faciliter I'utilisation dans d’autres branches des mathématiques (par exemple ana-
lyse complexe, séries de Fourier, analyse fonctionnelle. ..), nous nous situerons d’emblée
dans le cas ou les u; sont des éléments d'un espace vectoriel normé E. Le lecteur que
cela génerait pourra facilement adapter les énoncés au cas des u; réels ou complexes en
remplacant les normes par des valeurs absolues ou des modules. Cette simplification des
énoncés n’apporte d’ailleurs pas de simplification notable des démonstrations.

Partons de la définition de la convergence d’une série de vecteurs de terme général
ug dans un espace vectoriel normé FE. Ici 'ensemble d’indexation est N. On dit que
cette série converge et a pour somme le vecteur S de F si la suite des sommes partielles
S i=up + uy + -+ - + u, converge vers S, autrement dit si ||S,, — S|| tend vers 0 quand
n tend vers +o0o. Ceci s’écrit encore :

Ve >0, Ing €N, Yn >ny, |IS,— 95| <e. (1.23)

Si on veut généraliser ceci a une famille de vecteurs (u;);e; ot I est un ensemble infini
quelconque, on se heurte immédiatement a une difficulté, c’est qu’une écriture comme
« Vi > ig », n’a en général pas de sens dans I qui n’a aucune raison d’étre muni d’une
relation d’ordre total. Essayons alors de traduire 'idée exprimée par (1.23) sans faire
appel a la structure d’ordre de N. On remarque pour cela que S,, réalise une approxima-
tion de S par la somme d'un nombre fini de termes de la famille (uy)reny avec une erreur
IS, — S|| inférieure a e. Cette approximation peut étre réalisée par une somme finie
indexée par n’importe quel ensemble K, := {0,1,2,...,n} d’entiers consécutifs entre 0
et n pourvu que n > ng. Pour se débarrasser de la relation d’ordre intervenant dans
cette derniere écriture on la reformule en K,, D K,,. Réécrivons maintenant (1.23) a
I’aide des ensembles emboités K,,.

Ve >0, 3K, = {0,...,no}, YKy O Ko, H 5w - SH < (1.24)

keKn

Au risque d’insister lourdement, notons que dans ’écriture, « VK,, D K,, », K, dé-
signe non pas n’importe quelle partie finie de N, mais un ensemble fini de la forme
{0,1,2,...,n}. Avons nous réussi ainsi a expurger (1.23) de la relation d’ordre sur N7
En fait non, nous avons seulement réussi a la cacher dans la définition des ensembles K,
d’entiers consécutifs entre 0 et n. Si on veut vraiment généraliser a un ensemble d’in-
dexation I quelconque, on est donc condamné a renoncer a cette structure particuliere
des K, et a ne retenir que leur finitude. On est ainsi amené a introduire une nouwvelle

16. L’exposé présenté ici est essentiellement une adaptation du chapitre XIV Séries dans les espaces
vectoriels normés de 'ouvrage de L. SCHWARTZ, Topologie générale et analyse fonctionnelle, Hermann,
Paris 1970.
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notion de convergence pour la série de terme général wuy, :

Ve >0, 3J fini C N, VK fini tel que J C K C N, quk—SH < (1.25)
keK

Pourquoi avons nous pris la précaution de qualifier cette convergence de nouvelle ? Parce
que s’il est clair que (1.25) implique (1.24) et donc (1.23), rien ne nous permet d’affirmer
que la réciproque soit vraie. Nous verrons d’ailleurs ci-dessous que cette réciproque est
fausse pour les séries qui ne sont pas commutativement convergentes.

Apres ce briefing, lancons nous résolument dans ’aventure de la sommation d’une
famille (u;);e; indexée par un ensemble quelconque, les u; étant des éléments d’un espace
vectoriel normé F. Commencgons par une notation. Si K est un sous-ensemble fini de I,

on pose :
Sk = Z ;.
€K

Cette définition est cohérente puisque dans un espace vectoriel E' la somme d’un nombre
fini d’éléments de E est encore un élément de E et ne dépend pas de 'ordre d’écriture
des termes. Cette notation n’est pas contradictoire avec celle utilisée pour les sommes
partielles S,, d'une série de terme général w;, i € N, en considérant que S, est une
abréviation de Sy, »; qu’il ne faut pas confondre avec S,y = u,,. Dans le cas particulier
ot K = (), on fait la convention Sy := 0 (vecteur nul de E). Dans tout ce qui suit, les
lettres majuscules J, K désigneront toujours des parties finies de I et nous omettrons
parfois d’écrire K C I si le contexte leve toute ambiguité.

Définition 1.78 (famille sommable). Soit E un espace vectoriel normé, I un ensemble
d’indices et (u;)ie; une famille d’éléments de E. On dit que cette famille est sommable
de somme S € E si

Ve >0, 3J fini C I, VK fini D J, |Sxk—S| <e. (1.26)

On écrira alors S = ZUZ
iel

Insistons sur le fait que cette définition ne suppose aucune structure d’ordre sur
I’ensemble d’indices I et donc aucun ordre privilégié d’écriture des termes. Si I est fini,
toute famille (u;);er est trivialement sommable, il suffit de prendre S = Sy et J =1
dans (1.26) pour avoir ||Skg — S|| = 0. La définition 1.78 n’a donc d’intérét que pour [
infini. Nous verrons bientot qu’en fait, on peut se ramener a un I au plus dénombrable
(prop. 1.85).

Remarque 1.79. Si {u;, i € I} est sommable, sa somme S est unique, c’est-a-dire que
si les vecteurs S et S” vérifient tous les deux (1.26), alors S = S’. Bien str, I’ensemble
fini « J » associé a S” et a e par (1.26) n’a aucune raison d’étre le méme que pour S, nous
le noterons donc plutét J'. Pour tout € > 0, 'ensemble fini K = J U J’ contient a la fois
J et J', donc ||S — Sk| <ceet||S"— Sk|| < e. Par inégalité triangulaire, ||S — 5’| < 2e.
Dans cette derniere inégalité, K qui dépendait de € a disparu et le premier membre ne
dépend pas de €. L'inégalité étant vraie pour tout € > 0, ||[S — 5’| =0et S = 5"
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La sommabilité est préservée par combinaison linéaire. L’énoncé précis est le suivant.

Proposition 1.80 (sommabilité et combinaison linéaire). Soient (u;)es et (u})ie; deux
familles sommables dans le méme espace vectoriel normé E, ayant méme ensemble d’in-
dexation I. Notons S et S’ les sommes respectives. Alors pour tous scalaires a et b, la
famille (au; 4+ but);cr est sommable dans E, de somme aS + bS’.

Preuve. 1l est clair qu’il suffit de traiter les deux cas particuliers de (u; + u});cr et de
(au;)ier. Nous détaillons seulement le premier, laissant I’autre au lecteur. Par hypotheése
de sommabilité des familles (u;);er et (u});er, on a pour tout € > 0, deux parties finies
J et J de I telles que pour tous K, K’ finis tels que J C K Cc I et J C K' C I,
|S— Skl <e/2et ||S"— Sk <e/2. Ces deux inégalités sont vraies en particulier pour
K = K’ = L ou L est nimporte quelle partie finie de I contenant J U J'. Par inégalité
triangulaire, on a alors ||(S+5") — (SL +5%)|| < €. Par les propriétés de I’addition dans
E et la finitude de L, on a

Sp+ 5] :Zui—l—Zug :Z(U1+U;)

i€l i€l i€l
On a donc bien vérifié que (u; + u});es est sommable et a pour somme S + 5. O
La sommabilité est préservée par permutation sur les indices.

Proposition 1.81 (invariance par permutation). Soit (u;);cr une famille sommable de
somme S. Alors pour toute bijection ¢ : I — I, la famille (uy@))icr est sommable de
somme S.

Preuve. 1l s’agit de montrer que (v;);e; est sommable de méme somme S que (u;);er, les
v; étant définis par v; := u,(;). L’hypothese de sommabilité de (u;);er s'écrit

Ve >0, 3J fini C I, VK fini D J, |[|Sxk—S|<e¢ (1.27)

Posons J' := ¢ }(J) = {¢7'(i); i € J}. L'ensemble J’ est fini car en bijection avec
'ensemble fini J par ¢~!. Pour tout K’ fini contenant .J’, I'ensemble fini p(K’) contient
©(J') et ce dernier ensemble est égal & J. On a donc en appliquant (1.27) avec ¢(K') au
lieu de K, ||Sp(xry — S| < € et ceci est vrai pour tout K’ fini contenant .J'. D’autre part

Secny = Y, U= ) Uy = Y Vi
)

lep(K! €K’ €K’

Nous avons donc montré que

Ve >0, 37 fini C I, VK’ fini > .J, HZ v — SH <e

€K’

autrement dit que (v;);cr est sommable de somme S. [
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Remarque 1.82 (sommabilité d'une série). Plagons nous un instant dans le cas particu-
lier I = N. Nous savions déja, cf. 'implication (1.25) = (1.23) vue en introduction, que la
sommabilité de (uy)geny implique la convergence de la série Z;ﬁg uy. La proposition 1.81
nous apprend en plus que cette convergence est nécessairement commutative. Dans le
cas ou les uy, sont réels ou complexes, on peut donc dire que la sommabilité de (ug)ren
implique la convergence commutative et absolue de la série ZZ:OE ug, cf. théoreme 1.76.
Ainsi comme nous 'avions annoncé en introduction, l'implication « (1.23) = (1.25) »
est fausse. Par exemple la série de terme général u, = (—1)*/(k + 1) est convergente,
mais la famille (ug)reny n’est pas sommable.

Il est facile de donner une caractérisation de la sommabilité pour les familles de réels
positifs.

Proposition 1.83. Soit (u;);e; une famille d’éléments de R, .
a) Si (u;)ier est telle que
M := sup Sk < +oo, (1.28)
K fini CI
alors elle est sommable de somme M.
b) Réciproquement, si (u;);c; est sommable de somme S, on a

S= sup Sk, (1.29)
K fini CI

donc ce sup est fini.

Preuwve du a). Soit € > 0. Comme M est fini, M — ¢ est strictement inférieur a M. Par
minimalité du supremum M parmi tous les majorants de 'ensemble {Sk; K fini C I},
il existe une partie finie J de I telle que

M—-—ec<S; <M.
De plus pour toute partie finie K de I, contenant .J,
M—ec<S;<Sg <M. (1.30)

En effet, Sx — S; = Sk\s est une somme de réels positifs, donc positive, ce qui justifie
la deuxieme inégalité dans (1.30). La troisieme découle de la définition de M. Comme
(1.30) implique |M — Sk| < €, nous avons ainsi établi que {u;, i € I} est sommable et
de somme M. ]

Preuve du b). Supposons maintenant que (u;);c; est sommable dans R, de somme S.
Notons M le supremum défini par (1.29), qu’il soit fini ou infini. On commence par
remarquer que pour toute partie finie J de I, on a I’égalité suivante dans R, :

M:= sup Sp= sup  Sk. (1.31)
L fini I K fini, JCKCI
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En effet la positivité des u; et 'inclusion de L fini dans ’ensemble fini L. U J contenant
J, nous donnent pour tout L fini I'inégalité S;, < Sryy. On en déduit 'inégalité des
suprema
M < sup Sk.
K fini, JCKCI

L’inégalité inverse étant évidente, (1.31) est vérifiée.

Soit € > 0 quelconque. Il existe une partie finie J = J(¢) de I telle que pour tout K
fini vérifiant J C K C I, Sk €]S — ¢, 5 + ¢[. Ceci implique

sup Sk €[S—¢e,S+¢]
K fini, JCKCI

et compte-tenu de (1.31) appliqué avec J = J(g), M € [S — ¢, S + ¢]. Ceci nous montre
déja que M est fini. On a de plus |S — M| < e pour tout € > 0, d’ou M = S. ]

Remarque 1.84. Il résulte de la proposition 1.83 qu’'une famille de réels positifs u; est
non sommable si et seulement si le supremum M des sommes Sk pour K partie finie de
I vaut +oo. La situation est analogue a celle des séries a termes positifs qui ne peuvent
diverger que si la suite des sommes partielles tend vers +o0o0. On pourra donc toujours
donner un sens a I'expression Y., u;, considérée comme élément de R, en posant

iel
S eRy, si(u;)ier est sommable de somme S,
Zui = sup Sk= o (t)ier (1.32)
e K fini ,KCI +00, sinon.

Cette situation est particuliere aux familles a termes positifs et c’est le seul cas ou nous
donnerons un sens a ) .., u; sans que la famille soit forcément sommable.

Proposition 1.85 (sommabilité et dénombrabilité). Si (u;);c; est sommable, ’ensemble
d’indices I' := {i € I, u; # 0} est au plus dénombrable.

Preuve. Pour chaque n € N*, appliquons (1.26) avec € = 1/n et choisissons 'un " des
ensembles finis J donnés par (1.26), que nous noterons .J,,. Posons

H:= U J,.
neN*
L’ensemble H est au plus dénombrable comme réunion dénombrable d’ensembles au
plus dénombrables (prop. 1.40). Si H = I, alors I’ qui est inclus dans H est donc au
plus dénombrable. En dehors de ce cas trivial, [ \ H n’est pas vide. Soit ig un élément
quelconque de I\ H. En appliquant (1.26) avec ¢ = 1/n, J = J, et chacun des deux
ensembles finis K = J,,, K’ = J, U {i}, on obtient les deux inégalités :

1 1
1S, =Sl <~ et |z + 55, =S|I < ~,
n n

17. La propriété (1.26) nous assure qu’il existe au moins un J pour & donné, mais ne dit rien sur
I"unicité.
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vraies pour tout n € N*. En écrivant u;, = (uiy + S5, — 5) + (S — Sy,), U'inégalité

triangulaire nous donne

2
vn > 17 ”uZo” < -

3

Faisant tendre n vers U'infini (noter que iy est fixé et ne dépend pas de n), on en déduit
||ui || = 0, d’ont uy, = 0. Ce raisonnement étant valable pour n’importe quel ig € I\ H,
on en déduit que I’ est inclus dans H. Par conséquent, I’ est au plus dénombrable. [

Nous allons voir maintenant que pour I dénombrable, sommabilité de (u;);c; et
convergence commutative de la série associée via une numérotation de I sont équiva-
lentes.

Théoreme 1.86. Si I est dénombrable, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) (u;)ier est sommable de somme S ;

b) pour toute bijection f: N — I, la série ZZ:OZ gy converge et a pour somme S.

Avant de démontrer ce théoreme, remarquons que la propriété b) implique que la
série de terme général v, = u f(k) €st commutativerent convergente et ceci pour tout
choix d’une bijection f : N — [I. En effet, fixons une telle bijection et donc la suite
(vg)ken correspondante. Soit o une bijection quelconque de N sur N. On a pour tout
k€N, Vo) = Us(o(k)) = Ug(k), OU g := [ o0 est une bijection de N sur /. Par b), la série
Z;ﬁg Ug(k) converge et a pour somme S. Or cette série est exactement ZZ;’B Vo (k) - Par
arbitrarité de la bijection o on en déduit que Z;ﬁ% vk est commutativement convergente.

Réciproquement, supposons qu’il existe au moins une bijection h : N — [ telle que
la série Z;:S up (k) converge commutativement et ait pour somme S. Alors (u;);cr vérifie
la propriété b). En effet toute bijection f : N — I peut s’écrire f = (hoh™!)o f =
ho(h™lof)=hoo,oll o :=h'of est une bijection de N sur N. Alors pour tout k € N,
Uf(k) = Uh(o(k)) = Vo(k), OU 'On a noté vy, := upx) le terme général de la série Z::S Un(k)-
La série Z;:;’B v, étant commutativement convergente de somme S, on en déduit que la
série de terme général us() = vy(r) converge et a pour somme S.

Preuve de a) = b). Avec les J, choisis comme dans la preuve de la proposition 1.85, on
a pour toute partie finie K de I contenant J,, ||Sx — S|| < 1/n. Puisque f est une
bijection de N sur I et .J, une partie finie de I, il existe pour chaque n € N* un entier
ko(n) tel que
fF{0,1,2,...ko(n)}) D .

Il suffit de prendre pour cela, ky(n) := max{f~1(i); ¢ € J,}. Alors pour tout entier
I > ko(n), K = f({O,l,Q,...,l}) est une partie finie de I, contenant .J, et donc
IS — Sk| < 1/n. Comme Sk = Z;:o Uf(k), nOus venons ainsi d’établir que :

Vi e N*, 3ko(n), VI > ko(n quf o — SH <1

ce qui équivaut a la convergence vers S de la série de terme général usq, (c’est juste
ce que l'on obtient en discrétisant le « Ve > 0 » en le remplagant par € = 1/n dans la
définition de cette convergence). O
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Preuve de b) = a). Nous allons prouver cette implication en démontrant sa contrapo-
sée : non a) = non b). La négation de a) s’écrit

Je > 0, VJ partie finie de I, 3K fini, JC K C I et |S— Sk| > e. (1.33)

Fixons une premiére bijection ¢ : N — [. Posons ko := 0 et Jy := {p(0)}. Par (1.33)
il existe une partie finie Ky de I, contenant Jy et telle que ||S — Sk,|| > €. On peut
maintenant choisir un entier ky > ko tel que J; := go({O, 1,..., k:l}) contienne strictement
Ky, il suffit pour cela de prendre k; = 1+max{¢~'(7); : € Ky}. Une nouvelle invocation
de (1.33) nous fournit une partie finie K; de I, contenant J; et telle que ||.S — Sk, || > «.
Nous venons ainsi d’amorcer une récurrence qui basée sur l'utilisation itérée de (1.33),
nous permet de construire une suite strictement croissante d’entiers (k,), deux suites
(Jn) et (K,,) de parties finies de I, vérifiant :

vneN, ©({0,1,... k}) =Ju C Ky S Jusr et ||S — Sk, || > e (1.34)

Par cette construction, la suite (K,,) est strictement croissante pour l'inclusion. La
réunion de cette suite est exactement [. En effet elle est évidemment incluse dans [
puisque chaque K, est une partie de I. Dans 'autre sens, si ¢ est un élément quelconque
de I, o71(i) est un entier qui est majoré par k, pour n assez grand (la suite strictement
croissante d’entiers (k,) tend vers l'infini). Par construction de J,,, I'inégalité ¢~ (i) < k,
implique 'appartenance de ¢ a J,,, donc aussi a K,. Ainsi un élément quelconque i de

I appartient toujours a au moins un K, donc I C LJN K, et finalement I = LJN K,.
ne ne

Posant maintenant
[O = KO et Vn € N*, ]n = Kn \ anh

il est clair qu’aucun des I,, n’est vide (stricte croissance de (K,)), qu’ils sont deux a
deux disjoints (pour la méme raison) et que leur réunion est I. La famille {I,; n € N}
constitue donc une partition de I en sous-ensembles finis. Notons maintenant

VneN, m,:=card K, — 1.

Comme (K,) est strictement croissante pour 'inclusion, la suite d’entiers (m,,) est stric-
tement croissante. On obtient alors une partition {A,; n € N} de N en posant :

Ag:={0,...,mp}, et VneN' A, :={m,1+1,...,m,}.
Les A,, sont finis, card Ag = mg + 1 = card Ky = card Iy et pour n > 1,
card A,, = m,, — m,_1 = card K,, — card K,,_; = card I,,.

Dire qu’A,, et I, ont méme cardinal c’est dire précisément qu’il existe une bijection
fn o A, — I,. En « recollant » ces bijections f,, entre ensembles finis, on construit
une application f : N — [ : tout & € N appartient a un unique A, (puisque les A,
partitionnent N) et on pose alors

f(k) == fu(k), (k€ Ay).
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Vérifions que f ainsi définie est une bijection. Tout ¢ € I appartient a un I,, (puisque les
I, partitionnent I). Il a alors pour antécédent par f entier f,!(i) € A,. Ceci montre
que chaque ¢ € [ a au moins un antécédent par f, donc que f est surjective. Pour vérifier
I'injectivité, soient k et [ deux entiers distincts. Ou bien ils sont dans le méme A, et
alors f(k) = fu(k) # fu(l) = f(I) par injectivité de f,. Ou bien k € A, et | € A, avec
n#n'. Alors f(k) € I,, et f(l) € Iy et comme I,, et I, sont disjoints, f(k) et f(l) sont
forcément distincts. Nous avons finalement construit une suite strictement croissante
d’entiers m,, (donc tendant vers l'infini) et une bijection f : N — I telles que

vneN, f({0,...,m,}) = K,.

Au vu de (1.34), nous avons ainsi
Vn € N, HZUf(k)—SH > €,
k=0

ce qui interdit la convergence vers S de la série de terme général wuy(). L'existence
d’une bijection f pour laquelle la série de terme général uy ) ne converge pas vers S est
précisément la propriété « non b) ». ]

Le prochain théoreme est ’analogue du critere de Cauchy pour les familles som-
mables. Il est surtout important par ses corollaires. Il s’applique avec E espace vectoriel
normé complet donc en particulier avec £ = R ou C.

Théoréme 1.87 (critere de Cauchy pour la sommabilité). Soit E un espace vectoriel
normé complet. La famille (u;);c; d’éléments de E est sommable si et seulement si

Ve >0, 3J fini CI,VH fini CI\J, |Su| <e. (1.35)

Avant d’attaquer la preuve du théoreme, faisons un peu de recherche en paternité
en comparant (1.35) avec le critere de Cauchy classique pour une série. Supposons donc
pour un instant que I = N. Le critere de Cauchy classique pour la série de terme général
uy, s’écrit :

Ve >0, Ing €N, Vp,qg > ng, |Sp— Sl <e. (1.36)

On peut toujours par confort d’écriture supposer p < ¢. Définissons les ensembles d’en-
tiers conséecutifs H,, := {p,...,q} = [p,q] N N. Avec cette notation, on peut réécrire
(1.36) sous la forme équivalente

Ve >0, 3Hpn, C N, VH,, C N\ Ho,,, |[|Sn,.| <e (1.37)

Cette écriture établit la filiation de (1.35) & partir de (1.36) et nous permet de voir que
(1.35) implique (1.36). La réciproque est fausse en raison de la remarque 1.82 et du
théoréme 1.87. Par exemple la série de terme général uy = (—1)*/(k+1) est convergente
donc vérifie le critere de Cauchy (1.36). Pourtant elle n’est pas sommable, donc ne vérifie
pas (1.35).
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Preuve de « sommabilité = (1.35) ». Supposons d’abord (u;);e; sommable. Pour tout
e > 0, il existe une partie finie J de I telle que pour toute partie finie K de I contenant
J, ||Sk — S|| < €/2. En appliquant cette inégalité avec K = J, puis K = JU H, pour H
partie finie quelconque de I\ J, on obtient :

3

€
IS,=8I <5 et lSum =5l <3

Les ensembles d’indices J et H étant disjoints et finis, S;uy = S; + Sy. En écrivant
Sy = (Syjum — S) — (S5 —5), 'inégalité triangulaire nous donne || Sg|| < €. Ceci établit
(1.35). Notons que nous n’avons pas utilisé la complétude de F dans cette partie. [

Preuve de « (1.35) = sommabilité ». Pour établir la réciproque, supposons que la fa-
mille (u;);e; d’éléments de E vérifie (1.35).

Vérifions d’abord que 1’ensemble d’indices I’ := {i € I; u; # 0} est au plus dénom-
brable 8. En appliquant (1.35) avec € = 1/n, pour tout n > 1, on obtient une suite de
parties finies J,, de I telles que si H C I\ J, est fini, |[Sg| < 1/n. Ceci est vrai en
particulier avec H = {i}, pour i ¢ J,. Donc si i ¢ J,, ||u;]] < 1/n. Ainsi si i ¢ 9 I,

autrement dit si ¢ € Ql(f \ Jn), on a |lu]| < 1/n pour tout n > 1, dott ||ju;|| = 0,
n

puis u; = 0. On en déduit que I’ est inclus dans gl J,. Ce dernier ensemble est au plus
n

dénombrable comme union dénombrable d’ensembles finis, donc I’ est lui-méme au plus
dénombrable.

Le cas I' fini est immédiat : on pose J = I’, S := Sp (bien défini comme somme d’'un
nombre fini de vecteurs de E). Pour tout K fini contenant I’, S = Sp + Sk\rr = Sp
puisque pour les i € K\ I’, u; = 0. On a donc Sk = S pour tout K D I’, donc a fortiori
ISk — S|| < & pour tout € > 0 (ici on a méme J indépendant de €). Ainsi (u;);es est
sommable de somme S.

Passons au cas I’ infini (donc ici dénombrable). Fixons une bijection f : N — I’ et
définissons pour k € N, vy, := ug). Notons T}, = vg + - - - + v, la n-ieme somme partielle
de la série de vecteurs Z::Of) vg. Vérifions que la suite (T},),en satisfait au critere de
Cauchy classique dans E. Pour £ > 0, choisissons 1'un des ensembles J associés a € par
(1.35). Il est clair que l'on peut remplacer J par J' := J N I’ puisque pour les i ¢ I’
u; = 0. J" est fini donc par surjectivité de f, il existe un entier m. tel que f({0,...,m.})
recouvre J'. Alors pour m. < m <n, H := f({m,...,n}) est fini et disjoint de J’, donc
par (1.35), ||Sk|| < e, ce qui peut encore s’écrire |1, — T,|| < €. Ainsi la suite T, est de
Cauchy dans I’espace complet E. Elle est donc convergente. Notons S sa limite.

Nous allons montrer pour finir que (u;);c; est sommable de somme S. En conservant
les notations qui ont servi a vérifier que (7;,) est de Cauchy et en choisissant pour tout
n > me, H, .= f({me,...,n}), on a ||T,, — T,,,_|| < e. Compte-tenu de la convergence
de T,, vers S, on en déduit en faisant tendre n vers l'infini que ||S — T,,_|| < €. Notons
J":= f({0,...,m.}) et rappelons que J” D J = I'NJ, ou J est associé a e par (1.35).

18. Attention, ceci ressemble & la proposition 1.85, mais ici on suppose (1.35) vraie au lieu de la
sommabilité de (u;);er.
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D’autre part S;» = T,,_, d’ou ||S;» — S|| < e. Soit K une partie finie de I, contenant J".
En écrivant que
Sk = Sy + Si\gn = S+ (Syr — ) + Sw\ g,

on obtient par inégalité triangulaire
15k = S| < 1S5 = Sl + [|Sxvsm |l < & + [[Skvsm]l- (1.38)

Puisque K\ J” est fini et disjoint de J’ (car J* C J”), on a || Sk j~|| < €. En reportant ceci
dans (1.38), on voit que pour tout K fini contenant J”, ||Sx —S|| < 2¢. Ce raisonnement
étant valable pour tout ¢ > 0 (avec J” dépendant de €), on conclut que (u;);cr est
sommable de somme S. O

Corollaire 1.88. Soit (u;);c; une famille d’éléments de l’espace vectoriel normé complet
E. Si (Jlui||)ier est sommable dans Ry, alors (u;)ier est sommable dans E. On dit dans
ce cas qu’elle est normalement sommable ou si =R ou C, absolument sommable.

Preuve. En appliquant la partie « sommabilité = (1.35) » du théoréme 1.87 a la famille
(lwil|)ier, ici espace vectoriel est R, on obtient :

Ve >0, 3J fini C I, VH fini CI\J, Y Ju <e.
ieH
Par inégalité triangulaire on en déduit :
8wl < 3 il <
ieH

La partie « (1.35) = sommabilité » du théoreme 1.87 appliquée cette fois a la famille
(u;)ier dans l'espace E nous fournit la sommabilité de cette derniére. ]

Nous sommes maintenant en mesure de faire un point définitif sur les différents modes
de sommation étudiés pour une famille dans R ou C.

Proposition 1.89. Pour une famille (u;);cr avec I dénombrable et les u; dans R ou C,
les trois propriétés sommabilité, convergence commutative et sommabilité absolue sont
équivalentes.

Preuve. Cette équivalence résulte du théoreme 1.86, du corollaire 1.88 et des théo-
remes 1.68 et 1.76. [

Le prochain corollaire nous sera utile pour établir le théoreme de sommation par
paquets.

Corollaire 1.90 (du th. 1.87). Soit (u;);cr une famille sommable d’éléments de l’espace
vectoriel normé complet E.

a) Pour toute partie L de I, finie ou non, (u;),cr, est sommable. On notera Sy sa
somme.
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b) Pour tout e > 0, soit J une partie finie de I telle que pour toute partie finie K O J
de I, ||S — Sk|| <e. Alors on a ||S — Si|| < € pour toute partie L O J de I, finie
ou non.

c) Si Ly,...,L, sont des parties deux a deux disjointes de I, de réunion L, alors
S, =5, +-+5L,.

Preuve du a). Utilisons le critere de Cauchy (1.35).

Ve >0, 3J fini C I, VK fini C I\ J, [Sk| <e.

Ceci est vrai en particulier pour toute partie finie K de L disjointe de J, autrement dit
pour toute partie finie K de L disjointe de J’' := J N L. Nous avons donc

Ve >0, 3J fini C L, VK fini C L\ J', |Sk| <e.
Ainsi (u;);er est sommable par le critere de Cauchy (1.35). O

Preuve du b). Par le a), la famille (u;);cr, est sommable. Il existe donc pour tout n € N*
une partie finie J,, de L telle que pour tout ensemble fini K, vérifiant J, C K, C L,
|S. — Sk, || < 1/n. D’autre part on a pour tout K fini vérifiant J C K C L C I,
|S — Sk|| < e. Pour 'ensemble fini K/, := K U K,, qui contient .J,, et J, on a donc a
la fois ||S — Sk: || < € et ||Sp — Sk: || < 1/n. Par inégalité triangulaire, on en déduit
IS — SL|| < €+ 1/n. Cette inégalité étant vraie pour tout n et son premier membre
ne dépendant pas de n, on en déduit en faisant tendre n vers +oo avec ¢ fixé, que

IS — SLll <e. O
Preuve du c). Par le a), on sait que les n sous-familles (u;);er,, [ = 1,...,n sont som-
mables. Ainsi pour tout € > 0, tout [ = 1,...,n, il existe J; partie finie de L; telle que

pour tout K fini vérifiant J; C K; C Ly, ||Sk, — SL,|| < ¢/n. Posons J = J; U---U J,
et soit K une partie finie quelconque de L = L; U ---U L, contenant J. En prenant
K, := KN L, les K; des ensembles finis deux a deux disjoints et de réunion K, d’ou
Sk = Sk, + -+ Sk,. On a alors par inégalité triangulaire :

-3 - 3550
=1 =1

On a ainsi vérifié que (u;);er, est sommable de somme > )" | Sy,. O

n
g
| <D lISk = Sull <n= =e.
=1

Théoréme 1.91 (de sommation par paquets). Soit (u;)ie; une famille d’éléments de
l’espace vectoriel normé complet E. On suppose que I = UA I, les I, étant non vides
ac

et deuz a deuz disjoints. Si (u;)ier est sommable de somme S, alors chacune des familles
(ui)icr, est sommable et en notant Sy, sa somme, la famille (Si,)aca est sommable de
somme S. Autrement dit on a la formule de « sommation par paquets » :

S u =Y (Zu) (1.39)

el acA i€l
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Preuve. Pour tout o € A, la sous-famille (u;);er, est sommable par le corollaire 1.90 a).

Pour toute partie finie C' de A, nous pouvons alors définir 7o := ) . Sr,, somme d’un

nombre fini de vecteurs de E. De méme, [ := UC 1, étant une partie de I, la famille
ac

(wi)icr. est sommable et nous notons sa somme Sy,. Par le ¢) du corollaire 1.90, nous
avons T = Sp,..

Puisque (u;);es est sommable de somme S, on dispose pour tout € > 0 d’un ensemble
fini J C I tel que pour tout K fini vérifiant J C K C I, ||S —Sk|| < . Comme J est fini
et I = aLéJA 1, il existe une partie finie B de A telle que Iz contienne J. Pour tout C fini

inclus dans A et contenant B, [ D Ig D J, donc par le corollaire 1.90 b) (méme avec
Ic infini) on a ||S' — S.|| < e. Compte-tenu de I’égalité S;., = T, on a ainsi montré que

Ve >0, 3B fini C A, VC fini tel que BC C C A, |[|S—T¢| <e.

Autrement dit, (S, )aca est sommable de somme S. O

Remarque 1.92. Il importe de noter que la sommabilité de la famille (S7,)aea n'im-
plique pas celle de la famille (u;);e;. Voici un contre exemple avec £ = R : on prend
I =7,u; =1, A= N et pour tout k € A, I = {—k, k}. Alors pour tout k € A, S, =0
et la famille (S7, )ren est sommable de somme 0. Par contre la famille (u;);cz n’est pas
sommable puisque ) ., |i| = +oo.

Les familles de réels positifs constituent a nouveau un cas particulier pour la som-
mation par paquets (et une exception a la remarque 1.92). Il est naturel ici d’élargir un
peu le probleme en considérant les familles d’éléments de R... On prolonge ’addition de
R, a R, en posant

VeeR,, x4 (+00) = (+00) +x =400 et (F00)+ (+00) = +00.

Avec cette convention, on peut toujours définir la somme de n’importe quelle famille
d’éléments de R, en utilisant (1.32).

Théoréme 1.93 (de sommation par paquets dans R.). Toute famille (u;)ic; d’éléments
R, wérifie la formule de sommation par paquets (1.39) interprétée comme égalité dans
R.,.

Preuwve. S1 M = Zie ;Ui < +00, nécessairement tous les u; sont finis et la famille
(u;)ier est sommable (prop 1.83). Il n’y a alors rien a démontrer puisqu’on est dans le
champ d’application du théoreme 1.91. La démonstration générale par les suprema que
I’on présente maintenant englobe ce cas et a 'avantage d’éviter de discuter suivant la
finitude ou non des u; ou des St,. Notons
M:= sup Skg et M := sup Si,.
K fini CI B fini CA
Avec ces notations, 1'égalité (1.39) s’écrit M = M’. Nous allons montrer que M' < M
et que M < M’'. Pour la premiere inégalité, il suffit de remarquer que pour tout B fini

inclus dans A,

Sr, = sup Si, (1.40)
L fini CI
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d’ott en majorant Sy, par M, S, < M, puis en prenant le supremum pour tout B fini
inclus dans A, M’ < M. Dans l'autre sens, soit K une partie finie quelconque de I. Il
existe une partie finie B de A telle que Ip = Uuepl, recouvre K. D’apres (1.40) on a
alors Sk < Sy,. En majorant Sy, par M’, on voit que pour tout K fini inclus dans I,
Sk < M’. En prenant le supremum sur K, on obtient M < M’. H

Théoréme 1.94. Soit (u;);e; une famille d’éléments de l’espace vectoriel normé complet
E. On suppose que I = Uycaly, les 1, étant non vides et deux a deux disjoints. On pose
11, =D ier, uill- La famille (u;)ic; est normalement sommable dans E si et seulement
$6 Y pen L1, < +00. Elle vérifie alors la formule de sommation par paquets (1.39).

Preuve. La sommabilité dans Ry de (||| )ier équivaut a ) ., 17, < 400 d’apres le
théoreme 1.93 et la proposition 1.83. Si (u;);cr est normalement sommable dans E (cf.
corollaire 1.88) elle est sommable. Elle vérifie donc la formule de sommation par paquets
par le théoreme 1.91. O

1.6 Séries doubles

Nous examinons maintenant le cas particulier des familles (u;);c; indexées par un
produit cartésien I = I’ x I”. On parle dans ce cas de « série double ». Nous nous
limiterons au cas ot I = N2, mais il est facile d’adapter les énoncés ci-dessous & [ = I’ x 1"
avec I' et I" dénombrables, une fois fixées des bijections N — [ et N — [”. L’indice 17
est désormais un couple d’entiers, i = (k,1) € N2. Pour des raisons typographiques, nous
écrirons {uyy; (k,1) € N?} de préférence & (ug;)enz.

Définition 1.95 (série double). Soit (uy;)ien une suite double d’éléments de l’espace
vectoriel normé E. On dit que la série double de terme général uy,; est convergente
(resp. mormalement convergente) si la famille {uy;; (k,l) € N?} est sommable (resp.
normalement sommable). La somme S de cette famille est alors appelée somme de la

série double et notée
S = E Uk, = E Ug,1-
(k,l)eN2 k,leN

Dans tout ce qui suit, nous donnerons les énoncés relatifs aux séries doubles a termes
réels ou complexes en nous contentant d’indiquer sous forme de remarques ou de com-
mentaires les modifications a apporter pour la généralisation aux espaces vectoriels nor-
més. Pour £ = R ou C, la sommabilité normale s’appelle sommabilité absolue et équi-
vaut a la sommabilité. Il importe de bien comprendre que contrairement au cas des séries
simples, la définition 1.95 n’autorise pas l'existence d’une série double a termes dans R
ou C qui soit convergente sans I’étre absolument. Il peut arriver que pour une certaine
bijection f : N — N2, la série simple Zj:og us(j) soit convergente sans I’étre absolument,
mais dans ce cas la série double ), ux; est divergente (cf. th. 1.86 et th. 1.76).

Voici un premier critere de convergence pour les séries doubles.
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Proposition 1.96. Pour que la série double de terme général réel ou complexe uy,
(k,l € N) soit convergente, il faut et il suffit que la suite des sommes finies

Tn = Z |uk,l|, n e N,

k+i<n

sott bornée. On a le méme énoncé avec

T/l = Z |uk7l|, n € N.

max(k,l)<n

Attention a bien noter I'indexation de la somme 7, par la condition k + 1 < n et
non pas k + [ = n. Cet énoncé se généralise aux séries a termes dans E espace vectoriel
normé complet en remplagant « convergente » par « normalement convergente » et |uy |
par ||ug,||-

Preuve. Vérifions d’abord que la condition est nécessaire en supposant que la série double
de terme général uy; est convergente. Alors la famille {uy; (k,1) € N*} est absolument
sommable. On a alors d’apres la proposition 1.83 b) :

M := sup Z |ug,| < 4o00. (1.41)
K fini CN?

Comme T, est la somme des termes indexés par le sous-ensemble fini de N?, D, :=
{(k,1) e N* k+1<n},onaT, <M pour tout n donc la suite (T},),en est bornée. Le
méme argument vaut pour (7)) en remplagant D,, par C,, := {0,...,n}>

Réciproquement, supposons que la suite (7},),en soit bornée par un réel positif M;.
Soit K une partie finie quelconque de N2, Il existe alors un entier n tel que D,, recouvre
K : il suffit de choisir pour cela n = max{k +[; (k,l) € K}. Alors

Z [ug,| < Z lu| =T, < M,

(keK (k,l)eDn

et comme l'ensemble fini K est quelconque, ceci montre que (1.41) est vérifiée avec
M < M;. La sommabilité absolue de {uy;; (k,1) € N?} en découle par la proposition
1.83 a). L’adaptation a 7T}, est immédiate. O

A titre d’exercice, on pourra montrer qu'une condition nécessaire et suffisante de
convergence de la série double de terme général réel ou complexe uy; (k,l € N) est
I'existence d’une suite (K, ),en croissante pour I'inclusion ' de parties finies de N2, telle
que nLeJN K, = N? et que la suite de terme général

Tn = Z |uk,l\

(k)eKn

soit bornée.
Le théoreme suivant fournit a la fois un critere de convergence des série doubles et
une méthode de calcul de la somme.

19. i.e. telle que pour tout n € N, K,, C K;,41.
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Théoréeme 1.97 (d’interversion des sommations).

1. Siles vy, sont des éléments de R, les égalités

) W—Z{va} ;{va} (1.42)

(k,l)EN? k=0

sont toujours vérifiées dans R .

2. 51 les uy,; sont réels ou complexes, la série double de terme général uy,; converge si
et seulement si ['une des deux conditions suivantes est réalisée :

Z{Z|ukll}<+oo ou Z{Z|uk,y}<+oo (1.43)

k=0 =0

Dans ce cas, pour tout k € N, la série simple Z;:’S uy est absolument convergente
et il en va de méme en échangeant les roles de k et l. On a de plus la formule
d’interversion des sommations :

> “kl—Z{ZUm} Z{Zum} (1.44)

(k,l)eN? k=0 1=0 (k=

Ce théoreme s’étend au cas ou les uy; sont dans E espace vectoriel normé complet en
remplagant |ug | par ||ug,||, la convergence de la série double par sa convergence normale
et la convergence absolue des séries simples par leur convergence normale.

Preuve. Le cas des termes positifs est une application immédiate du théoreme 1.93 en
considérant les deux décompositions suivantes de N2, cf. figure 1.5 :

Q) N'= U ({k} xN)  b)N? N x {1}). (1.45)

IEN (

Dans le cas des termes réels ou complexes, la condition (1.43 a) utilisée avec la
décomposition (1.45 a) équivaut a la sommabilité absolue de {uy,; (k,1) € N?} par le
théoreme 1.94. Il en va de méme pour (1.43 b) utilisée avec la décomposition (1.45 b).

La sommabilité absolue de {u;; (k,1) € N*} implique chacune des conditions (1.43
a) et (1.43 b) par le théoreme 1.94. La premiére des deux implique la convergence absolue
de toutes les séries Z;OS’ Uy, la deuxieme celle des séries Z;:OB U 1

Enfin lorsque {ug;; (k,1) € N?} est sommable, on obtient (1.44) en appliquant la
formule de sommation par paquets (th. 1.91) aux décompositions (1.45 a) et (1.45b). [

Une application classique de la théorie des séries doubles est le produit de deux séries
absolument convergentes.
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k k

F1G. 1.5 — Découpages a) et b) de N?

\

», N . s . . —+o0 —+o00 s
Théoréeme 1.98 (produit de deux séries). Soient > “oux et Y ;5 v deuz séries d
termes réels ou complexes, absolument convergentes. Alors la série double de terme gé-
néral ugv; est convergente et on a

Z UV, = {Zuk} {Zvl} :Z{ Z ukvl}. (146)

La série simple de terme général w, = ), ., upv; est absolument convergente. On
appelle série produit de > %0 uy, et >, °% vy

Preuve. Commencons par vérifier la convergence de la série double. Posons

n “+o00 n —+00
o abs .__ abs .__
k=0 k=0 k=0 k=0
et définissons de méme V,,, V, V@ et V@ en remplacant uy, par v;. Le produit
absy rabs
UV =Y |u vl
(k,1)€{0,...,n}?

est exactement la somme 77 de la proposition 1.96. Comme il est borné par la constante
U2Ps1/72bs indépendante de n, la proposition 1.96 nous assure de la convergence de la série
double de terme général uyv;.

En appliquant la formule de sommation par paquets a cette série avec le découpage
N? = Upen({k} X N), on obtient :

S s Z{Zukv,}

(k,l)eN? k=0
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ot chacune des séries simples Zlio(f ugv; est absolument convergente. Dans une telle série,
on peut mettre en facteur la « constante » uy, d’ou

+oo “+o0o
E UV, = E U, E v g -
k=0 =0

(k,l)eN?

Dans la série indexée par k, on peut mettre en facteur la « constante » {Z;;og vl}, d’ou

S {Z} S

(k,l)eN? =0

ce qui acheve la vérification de la premiere égalité dans (1.46).

La deuxieme égalité dans (1.46) résulte de l'application du théoréme de somma-
tion par paquets & la famille sommable {uzv;; (k,1) € N?} avec le découpage N? =
Unen{(k,1) € N?; k +1 = n}. Le méme découpage utilisé avec le théoreme 1.94 nous

F1G. 1.6 — Découpage N? = U,en{(k,1) € N%: k +1 =n}

fournit la convergence de la série a termes positifs
abs .__
Wi = g lugvy].
k+l=n

Cette derniere convergence entraine par comparaison, la convergence absolue de la série

de terme général w,, puisque |w,| < w™ par inégalité triangulaire.
m
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Chapitre 2

Evénements et Probabilités

Ce chapitre reprend essentiellement les deux premiers chapitres du cours de deuxieme
année ! : Espaces Probabilisés et Conditionnement et Indépendance. La principale inno-
vation est la mise en place de rudiments de théorie de la mesure (essentiellement du
vocabulaire) en vue de pouvoir disposer d’emblée d’exemples de probabilités sortant
du cadre des probabilités discretes. Nous pourrons ainsi modéliser I'expérience aléatoire
consistant & choisir un point au hasard sur le segment [0, 1]. Le langage de la mesure
est présenté dans la premiere section. La deuxieme section contient une approche infor-
melle de la modélisation de I'aléatoire avant de présenter a la section 3 les axiomes de la
théorie des probabilités et les propriétés générales des probabilités. On examine ensuite
les notions de conditionnement et d’indépendance.

2.1 Notion de mesure

Soit © un ensemble, on note P(2) 'ensemble des parties de 2. Une mesure sur €2
est une fonction d’ensembles m qui a certaines parties A de 2, associe un réel positif
m(A) appelé mesure de A. La théorie que nous allons présenter fournit un cadre mathé-
matique commun pour des notions comme le dénombrement, la mesure des grandeurs
géométriques (longueur, aire, volume), physiques (masse) et les probabilités. A partir du
concept de mesure, on peut batir une intégrale 2 sur 'ensemble ) permettant d unifier les
notions d’intégrale simple ou multiple au sens classique, de série absolument convergente
et d’espérance mathématique d’une variable aléatoire. Il est commode d’élargir d’emblée
I'ensemble d’arrivée de m & R, au lieu de R, , par exemple pour pouvoir dire que aire
d’un quart de plan est +o0.

Intuitivement, en pensant par exemple a la mesure des aires, les propriétés minimales
que l'on puisse exiger de m sont

a) la croissance : st A C B, m(A) < m(B),
b) Vadditivité : st AN B =0, m(AU B) = m(A) + m(B), sous réserve que m(A),
m(B) et m(AU B) soient définies.

1. Introduction au Calcul des Probabilités, http://math.univ-1illel.fr/ suquet/index.html
2. Appelée « intégrale de Lebesgue ». Sa construction n’est pas au programme de ce cours.
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Chapitre 2. Evénements et Probabilités

11 est facile de voir que la croissance est une conséquence de ’additivité en écrivant si A C
B, B=AU(B\A) et m(B) =m(A)+m(B\A) > m(A), avec les mémes réserves d’exis-
tence. L’additivité s’étend par une récurrence immédiate, aux suites finies Aq,..., A,
d’ensembles, donnant [’additivité finie : m(A; U---UA,) = m(Ay) + -+ m(A4,) si les
A; sont deux a deux disjoints. Par contre elle ne s’étend pas automatiquement aux suites
infinies d’ensembles deux a deux disjoints.

Pour avoir une théorie assez riche, on doit pouvoir effectuer certains passages a la
limite, par exemple pour pouvoir mesurer ’aire d’un disque dans le plan en le « pavant »
par des carreaux a cotés paralleles aux axes. La propriété correspondante est appelée
o-additivité :

+oo
si les A,, sont deux a deux disjoints, m( U An> = Z m(A4,),
neN p—

pourvu que toutes ces quantités soient définies.

Pourquoi ces clauses restrictives sur l'existence des m(A)7 Il se trouve que dans
la plupart des cas intéressants (sauf lorsque € est au plus dénombrable), on ne sait
pas définir m(A) pour tout A € P(2). Souvent pour construire une mesure m, on
commence par attribuer une valeur a m(A) pour chaque A dans une famille € bien
particuliere de parties de 2. Par exemple si {2 = R, on peut prendre pour C la famille
des intervalles ]a, b] et « décider » que m(]a, b]) := b—a, choisissant ainsi de mesurer |a, ]
par sa longueur ®. De méme si Q = R2?, on peut partir de la famille € des « rectangles »
R =]a,b]x]c, d] et décider que m(R) := (b—a)(d—c). Dans un deuxieme temps, on essaie
de prolonger m a une famille F de parties de €2 plus grande que €, tout en préservant
la o-additivité. Il se trouve qu’il n’est pas toujours possible de réaliser ce prolongement
jusqu’a prendre F = P(Q2). Certaines parties de R sont d’une trop grande complexité
pour qu’on puisse leur attribuer une « longueur ». Ainsi la fonction d’ensembles m a un
ensemble de définition qui est une sous-famille de P(€2). Cet ensemble de définition de
m est ce que 'on appelle une tribu de parties de €.

Il est temps maintenant de formaliser les définitions suivantes.

Définition 2.1 (tribu). Une famille F de parties de 2 est appelée tribu (ou o-algébre)
sur ) si elle

a) posséde l'ensemble vide : ) € F ;

b) est stable par passage au complémentaire : VA € F, A° € F;

c) est stable par union dénombrable : (Vi € N*; A; € F) = iELIJW A ed.

On vérifie facilement a partir de cette définition qu'une tribu est stable par unions
ou intersections finies et par intersections dénombrables.

Définition 2.2 (mesure). Soit F une tribu sur 2. On appelle mesure positive sur (Q, F)
une application
m:F — [0, +o0],

vérifiant

3. Il y a bien d’autres choix possibles, on pourrait poser plus généralement m(]a,b]) := F(b) — F(a)
ou F' est une fonction croissante R — R, continue a droite.
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2.1. Notion de mesure

a) m(@)=0;

b) m est o-additive : pour toute suite (A;)ien+ d’éléments de F deux a deuz disjoints,

m(e% AZ-> - jzjm(/li). (2.1)

Dans la définition de la o-additivité, ou de la stabilité par union dénombrable, on
aurait évidemment pu tout aussi bien indexer la suite (A4;) par N au lieu de N*.

Remarque 2.3. La réunion des A; est invariante par permutation sur les indices et si
chaque A; est a son tour union dénombrable d’ensembles B; ; € F (j € N*) deux a deux
disjoints, on a clairement
) Az = U ) Bi,j - U Bi,j-
1EN* 1€N* jeN* (4,7) EN* x N*
On voit ici que 'on a un besoin crucial des propriétés de convergence commutative et

de sommation par paquets dans R,. Sans elles la définition de la o-additivité serait
incohérente.

Voyons maintenant des exemples de tribus qui nous seront utiles. Les trois exemples
les plus simples sont les suivants.
— La tribu triviale sur Q est F = {Q, 0}.
— P(Q) est une tribu.
— Si A est une partie de Q, alors F := {Q, (), A, A°} est une tribu. C’est la plus petite
tribu possédant A comme élément, i.e. toute tribu G telle que A € G contient F.
On dit que JF est la tribu engendrée par A.
Cette notion de tribu engendrée se généralise en remarquant que si (G;);es est une famille
quelconque de tribus sur 2, G := MG, est une tribu sur Q (vérification immédiate a
partir de la définition 2.1).

Définition 2.4 (tribu engendrée). Soit C une famille de parties d’un ensemble Q2. On
appelle tribu engendrée par C, et on note o(C), la plus petite tribu contenant C (c’est
Uintersection de toutes les tribus sur ) contenant C).

Définition 2.5 (tribu borélienne). On appelle tribu borélienne sur R? la tribu engendrée
par la famille O des ensembles ouverts* de RY. On la notera Bor(R%). Ainsi Bor(R?) =
o(0). Les sous-ensembles de R qui sont éléments de sa tribu borélienne sont appelés
boréliens de R? ou boréliens tout court quand il n’y a pas d’ambiguité.

Remarque 2.6. On peut démontrer que Bor(R) est aussi la tribu engendrée par les
fermés de R, ou par les intervalles ouverts, ou les intervalles fermés, ou les semi-ouverts,
ou les intervalles (ouverts ou fermés) a extrémités rationnelles, ou les intervalles | — 00, al,
ou les intervalles [a, +0o[. De méme, Bor(R%) est engendrée par les pavés ouverts ou par
les pavés de la forme [ [, _,]ax, bkl.

4. Un ensemble ouvert de R est une réunion (quelconque) de pavés ouverts Hizl]ak, bi[. Un fermé
est le complémentaire d’un ouvert.
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Chapitre 2. Evénements et Probabilités

Voyons maintenant des exemples importants de mesures.

Exemple 2.7 (masse de Dirac). Soit zp un élément fixé de §2. On appelle masse de
Dirac au point xy ou mesure de Dirac au point z, la mesure d,, sur (€, P(£2)) définie
par

1 sizg €A,

0 sixy ¢ A

Par restriction, d,, est aussi une mesure sur (€2, F) pour toute tribu F sur €.

VA € PQ), . (A) = {

Vérification. 11 est clair que d,,(0) = 0. Pour montrer la o-additivité, soit (A4, )nen une
suite d’éléments de P(£2), deux a deux disjoints. Nous distinguons deux cas.

a) xo ¢ LJN A,. Alors (5:,;0( LJN An> = 0. D’autre part, xo ne peut appartenir a aucun
ne ne

des A, donc pour tout n € N, §,,(A,) =0et Y 0z (An) = 0.

b) zg € LJN A,. Alors 5%( LJN An> = 1. D’autre part, comme les A,, sont deux a deux
ne ne

disjoints, x¢ doit appartenir a un seul des A, disons A,,. Ainsi, d,,(A,,) = 1 et
pour tout n # ng, 0gy(An) =0, d’olt ) 0z (An) = 1.

Dans les deux cas, on a
5o (9,4) - St

neN
0z, est donc bien o-additive. C’est une mesure sur (£2, P(2)). O

Exemple 2.8 (série de mesures finies). Siles (u)ren sont des mesures finies® sur (Q, F)
et si (ay)ren est une suite de réels positifs, la fonction d’ensembles p = ZkeN ay . définie
sur J par
p:F =Ry, Ao p(A) = Zakﬂk(A)
keN
est une mesure sur (£2,F). Le résultat se généralise a pu = > ., a;;, avec I au plus
dénombrable.

Vérification. Pour tout k, 0 < aj, < +o0, donc apur(0) = 0 et () = >°, o arpu (D) = 0.
Soit (A,,)nen une suite d’éléments de F, deux a deux disjoints. En utilisant la o-additivité
de chaque py et 'interversion des sommations pour les séries doubles a termes positifs,
on peut écrire :

(G An) = Eowa (9, 4) =Zak{2uk<An>} - Z{Zamw}

neN keN \neN

- z{zakukw}

neN \ keN

= Z ,U(An>a

neN

5. La mesure uy est finie si ux(A) < 400 pour tout A € F. Elle est donc aussi bornée puisque
pr(A) < pk(Q) < 4o00. L’hypothese « g finie » nous évite la gestion du conflit a = 0 et pug(A) = +oo.
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2.1. Notion de mesure

ce qui établit la o-additivité de p. O

Exemple 2.9 (mesure ponctuelle). Soient I un ensemble au plus dénombrable, (z;);cr
une famille dans 2 et (a;)ie; une famille de réels positifs. Alors p := ., a;0,, est une
mesure sur (£2, P(£2)), donc aussi par restriction sur tout espace mesurable (£, F). C’est
un cas particulier de I'exemple précédent. Les mesures de ce type sont appelées mesures
ponctuelles.

Remarque 2.10. Si Q = {w;; ¢ € I} est au plus dénombrable, toute mesure sur
(Q,P(2)) qui est finie sur les singletons est une mesure ponctuelle.

Vérification. La tribu P(Q) possede les singletons (quand € est fini ou dénombrable,
c’est méme la seule tribu ayant cette propriété). Soit u une mesure sur (€2, P(€2)). On
peut définir

Viel, a;:= M({w2}>,
en notant que puisque p est finie sur les singletons, 0 < a; < +00. Considérons alors la
mesure ponctuelle
RES Z ;0 -
iel
Soit A € P(£2), alors A est fini ou dénombrable et on peut 'écrire comme union disjointe
finie ou dénombrable de singletons :

A= JA{w}

wieA

Par g-additivité (ou par additivité quand A est fini, cf. prop. 2.16 ci-dessous), on a donc

pA) = plfwid) =Y ai= aid,(A) = v(A).

w; EA wWi;EA i€l
Ainsi pour tout A € P(Q), u(A) = v(A), donc p = v et p est une mesure ponctuelle. [
Exemple 2.11 (mesure de comptage). Si 2 = {w;; i € I} est au plus dénombrable,
lapplication p : P(2) — R, définie par

VA € P(Q),

card A si A est fini,
1(A) = {

+00 sinon,

est une mesure, appelée mesure de comptage. Pour le voir, il suffit de remarquer que
pour tout A, u(A) = v(A), ou v est définie comme la mesure ponctuelle v = 3., d,,.

Exemple 2.12. Soit p une mesure sur (€2,F) et B € J. La fonction d’ensembles v =
pu(. N B) définie sur F par

VAedF, v(A):=uANB)
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est une mesure sur (2, F). Si de plus 0 < p(B) < 400, la fonction d’ensembles pp définie
sur F par
1(AN B)

p(B)
est une mesure sur (2, F), vérifiant up(Q)) = 1, autrement dit une probabilité®. Quand

p = P est déja une probabilité sur (£, F), la mesure Py est appelée probabilité condi-
tionnelle ; notation : Pg(A) =: P(A | B).

VAETF, up(A):=

Vérification. On se contente de vérifier que v est o-additive, tout le reste étant évident.
Soit (A;)ien une suite d’éléments de F, deux a deux disjoints. Pour i # j, ;N A; =0
et comme (A; N B)N(A;NB) C A;NAj les A; N B sont aussi deux a deux disjoints.
De plus on a
(,u Ai) NB=U(4NB).
1€N 1€N

La o-additivité de v découle alors clairement de celle de pu. O]

Exemple 2.13 (mesure de Lebesgue \;). Nous admettons qu’il existe une unique mesure
p sur (RY Bor(R%)) telle que pour tout pavé [, ]as, b;] non vide,

H (H]Gi, bz]) = H(bz — a;).

i=1 i=1

On l'appelle mesure de Lebesgue sur R? et on la note \g. Pour d = 1, on étend ainsi la
notion de longueur des intervalles & tous les ensembles membres de Bor(R), pour d = 2
on étend de méme la notion d’aire des rectangles a tous les ensembles boréliens du plan
R2, pour d = 3, on étend la notion de volume. Pour d > 3, on continuera & parler de
volume ou d’hypervolume. Nous admettrons que les formules classiques de calcul d’aire
ou de volume se réécrivent a l'aide de A\4. Par exemple si D est un disque de rayon r
de R?, X\o(D) = 7r?. Plus généralement, voici les principales propriétés de la mesure de
Lebesgue.

Proposition 2.14. La mesure de Lebesque Ny sur (R? Bor(R%)) a les propriétés sui-
vantes.

i) \g est invariante par translations : si h : x — x+c est une translation de R?, alors

pour tout B € Bor(R?), h(B) € Bor(R?) et \y(B) = A\a(h(B)).
ii) \g est invariante par toute isométrie euclidienne de R : symétrie, rotation, etc.
ii) Sih est Uhomothétie z — cx dans RY, pour tout borélien B, A\y(h(B)) = |c|*Aa(B).

w) A\g ne charge pas les points : Yo € R, N\g({z}) = 0. Si A C R? est fini ou
dénombrable, \g(A) = 0.

6. En anticipant un peu sur la suite du chapitre.
7. Ce qui suppose implicitement que a; < b; pour chaque i = 1,...,d.
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2.2. Modéliser I'aléatoire

d d
v) g (H[ai,bi]> =\ (H]W;@[) et cette égalité implique bien sir, [’égalité des
i=1 i=1
mesures des 4% pavés obtenus en jouant sur louverture ou la fermeture des extré-
mités a;, b; des intervalles.

vi) Si E est un sous-espace affine de RY et E # R, N\y(E) = 0.

Un bon exercice consiste & établir la formule \o(D) = 772 en utilisant le calcul de
'aire de I'hypographe de la fonction f: [—1,1] — R, x — /1 — 22 par une intégrale de
Riemann, cf. proposition A.5 p. 208 et certaines des propriétés de Ay énoncées ci-dessus.

2.2 Modéliser 1’aléatoire

2.2.1 Notion d’expérience aléatoire

La théorie des probabilités fournit des modeles mathématiques permettant 1’étude
d’expériences dont le résultat ne peut étre prévu avec une totale certitude. Le tableau 2.1
en donne quelques exemples.

’ Expérience \ Résultat observable ‘
Lancer d’un dé Un entier k € {1,...,6}
Prélevement de n objets en sortie Nombre d’objets défectueux
d’une chaine de production dans I’échantillon
Questionnaire a 100 questions Suite w de 100 réponses
binaires w € {oui, non}'%

Lancer d'une piece jusqu’a la Un entier k£ € N : le temps

premiere obtention de pile d’attente du premier succes

Mise en service d’'une ampoule Durée de vie T' € R

Lancer d’une fléchette sur une cible | Point d’impact

Mouvement d'un grain de pollen Une fonction continue :

dans un liquide la trajectoire

Mélange de deux gaz Répartition spatiale de deux
types de molécules

TaB. 2.1 — Quelques expériences aléatoires typiques

Bien que le résultat précis de chacune de ces expériences soit imprévisible, ’observa-
tion et I'intuition nous amenent a penser que ces phénomenes obéissent a certaines lois.
Par exemple si on jette 6 000 fois un dé, on s’attend a ce que le nombre d’apparitions
de la face « 3 » soit voisin de 1 000. Si on met en service 100 ampoules, leurs durées de
vie observées seront concentrées autour d’une certaine valeur moyenne.

La théorie des probabilités permet de donner un sens précis a ces considérations un
peu vagues. La statistique permet de confronter les modeles probabilistes avec la réalité
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observée afin de les valider ou de les invalider. Par exemple si quelqu’un a 60 bonnes
réponses sur 100 au questionnaire, est-il légitime de considérer qu’il a « mieux fait » que
le hasard ? Sur les n objets prélevés en sortie de chaine, k sont défectueux. Peut-on en
déduire quelque chose sur la qualité de la production globale ?

2.2.2 Evénements

La théorie moderne des probabilités utilise le langage des ensembles pour modéliser
une expérience aléatoire. Nous noterons ) un ensemble dont les éléments représentent
tous les résultats possibles ou événements élémentaires d'une expérience aléatoire don-
née. Les événements (ou événements composés) seront représentés par des parties (sous-
ensembles) de €.

Il n’est pas toujours facile de trouver un ensemble 2 permettant de modéliser ’expé-
rience aléatoire. Voici une regle pratique pour y arriver : les événements élémentaires sont
ceux qui contiennent [znformation maximale qu’il est possible d’obtenir de ’expérience.
Par exemple si on jette un dé, I'événement A : « obtention d’un chiffre pair » n’est pas
élémentaire. Il est composé des trois événements élémentaires 2, 4, 6 : A = {2,4,6}. Ici
2 =1{1,2,3,4,5,6}. De méme si on lance trois fois une piece de monnaie, les événements
élémentaires sont des triplets comme (p,f,p) indiquant le résultat précis de chacun des
trois lancers. Ici Q = {f,p}*. L’événement B « obtention de pile au deuxieme des trois

lancers » est composé : B = {(f,p,f); (£,p,p); (p, P, £); (P, P, P) }-

Notations | Vocabulaire ensembliste | Vocabulaire probabiliste

0 ensemble vide événement impossible
Q ensemble plein événement certain
w élément de €2 événement élémentaire
A sous-ensemble de () événement
weA w appartient a A Le résultat w est une des

réalisations possibles de A

ACB A inclus dans B A implique B
AUB réunion de A et B AouB
ANB intersection de A et B Aet B
A° complémentaire de A événement contraire de A
dans €2
ANB =10 | Aet B sont disjoints A et B sont incompatibles

TAB. 2.2 — Langage ensembliste - langage probabiliste

Avec ce mode de représentation, les opérations logiques sur les événements : « et »,
« ou », « négation » se traduisent par des opérations ensemblistes : intersection, réunion,
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passage au complémentaire. Le tableau 2.2 présente la correspondance entre les deux
langages.

Les opérations logiques sur les événements peuvent bien sur faire intervenir plus de
deux événements. Ainsi, si Aq,..., A, sont des événements,

UAi=AUA - UA,

est I’ensemble des w qui sont dans I'un au moins des A;. C’est donc I’événement « réali-
sation de I'un au moins des A; (1 <i <n) ». De méme :

N A =AiNAy--N A,

est 'ensemble des w qui sont dans tous les A;. C’est donc ’événement « réalisation de
chacun des A4; (1 <i < n) ». Ceci s’étend aux réunions et intersections d’une suite infinie
d’événements :

Y A; = {réalisation de 'un au moins des 4;, i € N*}
1EN*

.rg A; = {réalisation de tous les A;, i € N*}.

1eN*

Ces opérations logiques sur des suites d’événements sont tres utiles pour analyser
des événements complexes a ’aide d’événements plus simples et, comme nous le verrons
plus tard, calculer ainsi des probabilités.

2.2.3 Une question de dés

Pour finir cette introduction informelle, nous allons discuter un probleme d’énoncé
tres simple pour voir comment les notions de tribu et de mesure s'imposent naturellement
des que I'on veut évaluer une probabilité dans une expérience ou apparait 'infini. Voici
la question. On effectue des lancers répétés d’une paire de dés et on observe pour chaque
lancer, la somme des points indiqués par les deux dés. On se propose d’attribuer une
probabilité a I’événement E défini ainsi : dans la suite des résultats observés, la premiere
obtention d’un 9 a lieuw avant la premiére obtention d’un 7. On suppose ici déja connue
la, définition d'une probabilité sur un espace € fini : & savoir une application additive®
P :P(Q) — R, telle que P(Q2) = 1.

Commengons par modéliser un lancer. Disons que 'on a un dé bleu et un dé rouge.
L’information maximale que 1’on puisse envisager ici est de savoir le résultat du dé bleu
et celui du rouge. On prendra donc comme espace €2y, le carré cartésien {1,...,6}>
en convenant de représenter par le couple (i,7) € € le résultat du dé bleu (premiere
composante) et celui du rouge (deuxieme composante). Notons pour i € N*,

F, := {obtention de la somme 9 au i° lancer},
G; = {obtention de la somme 7 au i° lancer},
H; := {obtention d'une autre somme que 7 ou 9 au ¢° lancer}.

8. Si 0 est fini, la o-additivité se réduit & additivité car dans toute suite (A4,,) de parties de 2 deux
a deux disjointes, seul un nombre fini d’entre elles ne sont pas vides.
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Pour l'instant, nous n’envisageons qu’'un lancer et nous attribuerons par symétrie la
méme probabilité a tous les évenements élémentaires en prenant P ({(7,)}) = 1/36 pour
tout évenement élémentaire (i, j). En remarquant que Fj est constitué de 4 évenements
élémentaires : (3,6), (4,5), (5,4) et (6,3), on en déduit que P(Fy) = 4/36 = 1/9.
De méme, G étant constitué de 6 évenements élémentaires, P,(Gy) = 6/36 = 1/6, cf.
figure 2.1. On en déduit que P;(H;) =1—10/36 = 13/18.

123456
7

7

ST W N
\]

7

F1G. 2.1 — Evenements F1 et Gy

Pour modéliser les n premiers lancers, on voit que l'information maximale que 1’on
puisse envisager est la connaissance de la suite finie des n couples d’entiers représentant
les résultats des n lancers. Ceci conduit a prendre comme espace €2,, = 0y x---x€); = QF.
Cet ,, est un ensemble fini de cardinal 36™. Si nous convenons la encore d’attribuer la
méme probabilité a tous les évenements élémentaires (donc maintenant 36="), on obtient
la probabilité P, définie sur (€2,, P(£2,)) par

card A
VA € P(Q,), P,(A)=——.
€ P(0) (4) card €2,
Regardons le cas particulier ou A est de la forme A; x Ay X --- x A,,, chaque A; étant
une partie de {1,...,6}2. Cela signifie que la réalisation de A; ne dépend que du résultat
du ¢ lancer. La formule sur le cardinal d’'un produit cartésien nous donne alors :
card(A; x -+ x A,) (card Ay) X - -+ x (card A,)
P, (A x---x A,) = =
(Arxcx A) card €2, (card Q)"
card A card A4,
= X oeoe X — =
36 36
= P1<A1) X oo X Pl(An) (22)
Appliquons ceci a I’évenement F,, défini par
E,, := {les n — 1 premiers lancers ne donnent ni 7 ni 9 et le n® donne 9}. (2.3)

On peut représenter ¥ E,, dans €2, en écrivant E,, = H; X Hy X --- x H,_; x F,, donc

1 /713\n-1

P.(E,) = —(—)

n(En) g\18/ 7

9. L’évenement F,, est défini par la phrase entre les accolades dans (2.3). Son écriture ensembliste

dépend de l'espace €2 considéré. D’habitude, on ne fait pas cette distinction parce qu’on travaille avec
un seul €2, mais ici elle s’impose.
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formule valable pour tout n > 1, le cas n = 1 se réduisant a F; = F; et Pi(F;) = 1/9.
Pour 1 < k < n, on peut représenter Fj dans €2, en écrivant Ey, = H; X Hy X --+ X
Hy_1 x Fr x Q7% La formule (2.2) nous donne alors

Vn > k‘, Pn(Ek) = Pl(Hl) X - X Pl(Hk,1> X Pl(Fk) x 1" = Pk(Ek>, (24)

ou dans l'écriture « Py(Ej) », on interpréte Ej comme une partie de €, explicitement
Hyx Hy X -+ X Hg_1 X Fy. Ainsi (2.4) exprime une sorte de compatibilité ascendante des
modeles (Q,, P(£2,), P,). Si on note E! I'évenement au cours des n premiers lancers, la
premiere obtention de la somme 9 a lieu avant la premiere obtention de la somme 7, on
a grace a cette compatibilité

vizn, B(E)=F( 0 E) =Y PiE). (2.5)

en notant que les Fj, sont deux a deux disjoints et en utilisant 'additivité de P;.

Pour attribuer une probabilité a F, on ne peut malheureusement pas se contenter
de (2.5), méme avec n « grand ». En effet on ne peut pas exclure que la question de la
priorité entre le 9 et le 7 ne soit tranchée qu’au dela du n® lancer, voire jamais. Ceci nous
conduit a prendre pour € I'ensemble des suites infinies de couples (i,7) € {1,...,6}?,
autrement dit, Q = QY. Notons N, := {j € N; j > k}. On peut alors représenter E},
dans Q par By, = Hy X Hy X -+ X Hp_1 X F}, % QT’“. Au vu de la formule de compatibilité
(2.4), il est naturel d’attribuer une probabilité a Ej considéré comme évenement de €2
en définissant

P(B) = BB = (1)
k)= k) = g 15
Finalement, pour pouvoir attribuer une probabilité a E, on remarque que E est 'union
des E} pour k € N*, ces ensembles étant deux a deux disjoints. On a donc bien envie
d’écrire
too

piey=p(,5) = 5= S () - L

La propriété qui nous manque pour justifier cette écriture est précisément la og-additivité.
Une autre facon d’obtenir le méme résultat est de passer a la limite quand n tend
vers l'infini dans (2.5), apres l'avoir réécrit sous la forme

=> P(E).

Remarquons que la suite d’ensembles £}, est croissante pour l'inclusion (£, C E] ) et
que U,>1E] = E. La propriété qui nous permettrait de faire cela s’appelle continuité
séquentielle croissante de P (voir prop. 2.16-6.a).

On voit ainsi qu’il est souhaitable de définir la probabilité P sur {2 comme une
mesure. Ceci pose la question de la tribu F. En fait tout ce que nous savons faire
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ici, c’est définir la probabilité d’évenements comme les Ej, de la forme A x Qll\l’“, avec
A C Q. Ces évenements sont ceux dont la réalisation ne dépend que du résultat des k
premieres épreuves, pour un certain k. On peut dire aussi qu’il s’agit des évenements
dont la réalisation ne dépend que d’un nombre fini d’épreuves. Notons € la famille de
ces évenements. Un évenement comme E n’appartient pas a €, mais a la tribu engendrée
par C, F = ¢(C). Cette tribu est plus petite'® que P(Q).

Enfin, soit H I’évenement aucun lancer ne produit la somme 7 ou la somme 9. Avec

Kn::Hlx---anxQIf",

on a clairement
H=H"=nNK,.
n>1

L’ensemble H apparait ainsi comme intersection dénombrable d’ensembles K, € C, ce
qui nous assure de 'appartenance de H a la tribu F. On a de plus H C K,, pour tout
n > 1, donc par croissance de P pour l'inclusion (c’est une conséquence immédiate de
ladditivité, cf. prop. 2.16-4.),

13\ 7
Vn>1, P(H)< (—) .
18
Cette inégalité étant vérifiée pour tout n, on peut faire tendre n vers I'infini pour obtenir
P(H) = 0. On a ainsi un exemple d’évenement non vide et de probabilité nulle (H est
I’ensemble des suites infinies de couples éléments de Hi, il est infini non dénombrable).

2.3 La probabilité comme mesure

La probabilité P, telle que nous allons la définir ci-dessous, est une fonction qui a
un événement, associe un nombre compris entre 0 et 1 et censé mesurer les chances de
réalisation de cet événement. Pour des raisons sortant du cadre de ce cours, il n’est
pas toujours possible d’attribuer ainsi de maniere cohérente une probabilité a chaque
partie de €. En d’autres termes, P ne peut pas étre considérée comme une application
de I'ensemble P(2) de toutes les parties de 2 dans [0, 1] mais comme une fonction ayant
pour domaine de définition une tribu F généralement plus petite que P(2). La tribu F
est aussi appelée famille des événements observables .

Définition 2.15. Soit 2 un ensemble et F une tribu sur 2. On appelle probabilité sur
(Q,F) toute application P de F dans [0, 1] vérifiant :
(1) P(Q) =1.

10. Nous admettrons, mais si vous n’étes pas convaincu, essayez de montrer que F = P(Q). ..

11. La définition générale d’une tribu F ne suppose pas que tous les singletons {w} soient des éléments
de F. Donc un « événement élémentaire » n’est pas toujours un événement observable. Néanmoins dans
la plupart des exemples que nous étudierons, la tribu possedera les singletons.
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(i1) Pour toute suite (A;)j>1 d’événements de F deur a deuz disjoints (incompa-

tibles) :
+oo
Le triplet (2, F, P) s’appelle espace probabilisé.

Définir une probabilité sur (2,F) c’est en quelque sorte attribuer une « masse »
a chaque événement observable, avec par convention une masse totale égale a 1 pour
I’événement certain ). Une formulation équivalente a la définition 2.15 est : P est une
mesure sur (Q,F) telle que P()) = 1.

Proposition 2.16 (propriétés générales d’une probabilité).
Toute probabilité P sur (Q,F) vérifie les propriétés suivantes :
1. P(0) =0.
2. Additivité
a) SiANB=1(, PLAUB) = P(A)+ P(B).
b) Siles A; (1 <i<n) sont deux a deux disjoints :

P(G 4) = i P(A;).

VA e F, P(A°) =1— P(A).

VAeF,VBeF, AC B = P(A) < P(B).

VAeF, VBeF, P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
Continuité monotone séquentielle

a) Si (By)n>o est une suite croissante d’événements de F convergente'? vers B €
F, alors P(B) = lim P(B,). Notation :

n—-4o0o

S S S

B, 1 B= P(B,)1P(B) (n— +00).

b) Si (Cy)n>o est une suite décroissante d’événements de F convergente'® vers
C €9, alors P(C) = lir}rq P(C,). Notation :

C, | C= P(C,) | P(C) (n— +00).
7. a) VA€ FVBeF P(AUB) < P(A) + P(B).

n

b) VA, AyeF,  P(UA)< X;P(Ai).

¢) VAL, ..., An,...€F, P(U

1EN*

A;) < +E.EP(A,).

12. Ce qui signifie : Vn >0, B, C B,y1 et B = L>Jo B,,.
13. Ce qui signifie : Vn > 0, C,31 C C, et C' = Fjo Ch.
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Preuve. Soit P une fonction d’ensembles F — [0, 1] satisfaisant aux conditions (7) et (i7)
de la définition 2.15, il s’agit de démontrer que P vérifie les propriétés 1 a 7.

Preuve de 1. Comme P(A;) > 0 pour tout A; € F, on a toujours

ZP ) > P(A1) + P(Ag),

JEN*

le premier membre pouvant étre égal & +o0o. En choisissant A; = () pour tout j € N* et
en utilisant la o-additivité (i7), on en déduit :

P(0) = P(A P(0).
0 =P(y A Z P(O) + P(0)
Par conséquent, P(()) > 2P (D) et comme P(()) > 0, ceci entraine P(f)) = 0. O
Preuve de 2. Soient Aq,...,A,, n événements de F deux a deux disjoints. Pour j > n,

posons A; = (). On a ainsi une suite infinie (A;);>; d’événements deux & deux disjoints.
En utilisant la o-additivité, on obtient alors :

+oo

P(0 4)) = ZP + > P(4).

=1 EN
J J j=n+1

D’apres 1, la somme pour j > n + 1 vaut 0, ceci prouve 2 b). Bien str 2 a) n’est que le
cas particulier n = 2. O

Preuve de 3. Prendre B = A® dans 2 a) et utiliser (7). O

Preuve de 4. Si A C B, alors B = AU(BNA®) et cette réunion est disjointe. D’apres 2 a)
ona P(B) = P(A)+P(BNA°) et comme P(BNA®) >0, on en déduit P(B) > P(A). O

Preuve de 5. On a les décompositions suivantes en unions disjointes :
AUB = (ANB°)U(ANB)U(A°NB),
A = (ANB)U(ANB),
B = (ANB)U(A°N B).
En utilisant 1'additivité on en déduit :
P(AUB) = P(ANB°)+P(ANB)+ P(A°N B)
= [P(ANB°)+ P(ANB)] + [P(ANB) + P(A°N B)]
—P(ANB)
= P(A)+ P(B)— P(ANnB).

60 Ch. Suquer, Cours LP.E. 2007



2.3. La probabilité comme mesure

Preuve de 6. 11 suffit de prouver 6 a), la propriété 6 b) s’en déduit en appliquant 6 a)
a la suite d’événements B, = C¢. Admettons, pour l'instant, que pour tout n > 1, B,
vérifie la décomposition suivante en union disjointe (cf. figure 2.2)

By =By (U(B\ Biy)).

F1G. 2.2 — Décomposition de By U By U By en union disjointe

En écrivant la réunion infinie des B,, a l'aide de cette décomposition et en « effa-
gant » toutes les répétitions des B; \ B;_1, on en déduit immédiatement que B vérifie la
décomposition en union disjointe :

B =By U (igw(Bi \ BH)) .

Passant aux probabilités, ces deux décompositions nous donnent :

P(B,) = P(By) +ZP N\ Bi1),

P(B) = P BO+ZP \ Bi_1).

Comme cette série converge, sa somme est la limite de la suite de ses sommes partielles
de rang n, ce qui s’écrit :

P(B) = lim { (Bo) +ZP A\ Bi_s }: lim P(B,).

n—-+00 n—+00
Ainsi pour compléter la preuve, il ne reste plus qu’a justifier la décomposition de B,,.

Posons :
D, _BOU( (B \ Bi_ 1))

Pour montrer que B,, = D,, il suffit de montrer que D,, C B,, et B,, C D,,. La premiere
inclusion est évidente puisque pour tout i < n, B; \ B;_; C B; C B,. Pour prouver
I'inclusion inverse, on note w un élément quelconque de B,, et on montre que w appartient
a D,,. Soit ig = ig(w) le plus petit des indices i tels que w € B;. Comme cet ensemble
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d’indices contient au moins n, on a 0 < iy < n. Si g =0, w € By et comme By C D,,
w € D,. Siig > 1, par la définition méme de iy, on a w € B;, et w ¢ B;,_1, donc
w € By, \ Bj,—1 et comme iy < n, B, \ Bj,-1 C D, donc w € D,,. Le raisonnement
précédent étant valable pour tout w de B,,, on en déduit B,, C D,,.

[l
Preuve de 7 a). D’apres b :
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AnB) < P(A) + P(B),
car P(ANB) > 0. O

Preuve de 7 b). On remarque que pour tout n > 1 on a :
1'91 Ai= z‘L:nJ1 Bi,
ou les B; sont des événements deux a deux disjoints définis comme suit :
By =A), Bo=ANB], By=A3N(B1UBy)",....B,=A,N(BU---UB,_1)".
Par additivité :

n

P(84)=P(85) =300

i=1
Par construction pour tout i, B; C A; , d’ou P(B;) < P(A4;) et finalement,

n

P(UA) = Z P(B) < ) P(A).

Preuve de 7 ¢). Posons pour tout n > 1,

Dy=UA, D=UD,=U A

n>1 ieN*

La suite (D,,)n>1 est croissante et a pour limite D. Donc d’apres 6 a), P(D,,) 1 P(D)
(n — 400). D’apres 7 b) on a :

Vn>1, P(D,) <Y P(4)
=1

Les deux membres de cette inégalité étant les termes généraux de deux suites croissantes
de réels positifs, on obtient en passant a la limite quand n tend vers +oo :
iEN*

P(U Ai):P(D)Sfp(Ai)'

Ce qui prouve 7 ¢). Remarquons que les sommes partielles de la série convergent dans
R, . Bien str, I'inégalité obtenue n’a d’intérét que lorsque la série de terme général P(A;)
converge et a une somme strictement inférieure a 1. ]
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La vérification de la proposition 2.16 est maintenant complete. O

Remarque 2.17 (propriétés d’une mesure). Les propriétés d'une probabilité énoncées
par la proposition 2.16 s’étendent a une mesure positive quelconque, avec les exceptions
suivantes. La propriété 3 est valable seulement pour p(€2) fini en remplagant 1 par p(€2).
La propriété 5 est vraie a condition que pu(AN B) soit fini. Pour la continuité séquentielle
décroissante 6 b), il faut rajouter I'hypothese u(Cp) < +o0.

Le calcul de probabilités de réunions ou d’intersections est une question cruciale.
La propriété 5 montre qu’en général on ne peut pas calculer P(A U B) a partir de
la seule connaissance de P(A) et P(B) et qu’on se heurte & la méme difficulté pour
P(AN B). Le calcul des probabilités d’intersections sera discuté plus tard, & propos du
conditionnement. Pour les probabilités de réunions, on peut se demander comment se
généralise la propriété 5 lorsqu’on réunit plus de deux évenements. Il est facile de vérifier
(faites-le!) que :

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).

Le cas général est donné par la formule de Poincaré qui exprime P(A;U---UA,,) a l'aide
des probabilités de toutes les intersections des A; : 2 a 2, 3 a 3, etc.

Proposition 2.18 (formule de Poincaré).
Pour tout entier n > 2 et tous événements Ay, ..., A, :

P(iLZJl Ai> — i P(A) + i(—l)’”l Y P4 N NA,). (2.6)

1< <ie<... <1 <n

Preuve. On raisonne par récurrence 4. La formule est vraie pour n = 2, car dans ce cas
elle se réduit a
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B). (2.7)

Supposons la formule de Poincaré vraie au rang n (plus précisément on suppose que
pour toute suite de n évenements Ay, ..., A,, I'égalité (2.6) est vérifiée). Pour en déduire

+1
qu’elle est alors vraie au rang n + 1, il nous faut calculer P(T'LU1 AZ-). On commence par
1=

appliquer (2.7) avec A = 'LnJl A; et B= A, 1. On obtient ainsi :
1=

n

P(A) = P(GA) Ptk P([ )00
— P(iQ1 Ai> 4 P(Apyy) — P(iLZJl(Ai N An+1)>.

On applique maintenant I’hypotheése de récurrence (formule de Poincaré (2.6)) d’abord
avec les n évenements Ay, ..., A, puis avec les n évenements A}, ..., A}, ou l'on a posé

14. 11 y a une autre méthode plus élégante utilisant I’écriture d’une probabilité comme espérance
d’une fonction indicatrice. Elle pourra étre vue ultérieurement en exercice.
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A=A, N A, Il vient :

n n

n+1

P(iglAi> = Y PAY+ Y DM ST P4, NN Ay
i=1 k=2 1<41<19<...<ip <n
+_]j(/4n+1)
SR -t P NN A
=1 7j=2 1<i1<i2<...<i;<n
n+1

- Yo P(Ay (2.8)

n i(_l)kJrl Z P(A;, N---NA;) (2.9)

1<iy <ig<...<ix<n

+ (=) P(A;N Ap) (2.10)
=1
+Y (DU N P(A NN Ay N Ag) (211)
j=2 1<i1<i9<...<ij<n

Comparons ce résultat avec ce que l'on espere trouver, c’est-a-dire avec
n+1 n+1

> O P(A) 4+ (-1 > P(A;, N---NA;).
=1 k=2

1<iy <ia<...<ip<n+1

-~

=T
Cela revient a vérifier que T, est égal a la somme des lignes (2.9) a (2.11) ci-dessus.
Partageons T,,., en deux blocs comme suit. Le premier bloc regroupe tous les termes
tels que i, < n+1 (et donc i, < n et k <n). On le retrouve exactement a la ligne (2.9).
Le deuxieme bloc regroupe tous les termes pour lesquels ¢, = n + 1. Dans ce bloc, la
somme des termes pour lesquels k = 2 se retrouve ligne (2.10). II reste alors la somme
des termes pour lesquels 3 < k <n+1et iy =n+ 1 (donc ix_1 < n). Cette somme est
exactement le contenu de la ligne (2.11), comme on peut le voir en faisant le changement
d’indice k = j + 1 dans (2.11). Ceci acheve la récurrence. [

2.4 Exemples

Nous examinons maintenant quelques exemples d’espaces probabilisés et de calcul de
probabilités d’évenements.

Exemple 2.19. On effectue une partie de pile ou face en trois coups. Quelle est la
probabilité d’obtenir pile aux premier et troisieme lancers ?

On peut modéliser cette expérience en prenant 2 = {f ,p}? et pour famille d’évé-
nements observables ¥ = P(Q) ensemble de toutes les parties !> de . La piece étant

15. Lorsque € est fini, il est toujours possible de faire ce choix.
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supposée symétrique, nous n’avons a priori pas de raison de supposer que 1'un des 8
triplets de résultats possibles soit favorisé ou défavorisé par rapport aux autres. Nous
choisirons donc P de sorte que tous les événements élémentaires aient méme probabilité
(hypothese d’équiprobabilité), soit :

1 J—
CardQ 23

L’événement B dont on veut calculer la probabilité s’écrit :

B ={(p,£,p); (p,p,p)}-

VweQ, P({w))=

D’ou :

Exemple 2.20. On fait remplir un questionnaire a 20 questions binaires. Quelle est la
probabilité qu’un candidat répondant au hasard obtienne au moins 16 bonnes réponses ?
On choisit ici :

Q = {oui,non}*, F=P(Q).
Si le candidat répond completement au hasard, on peut considérer que chacune des
grilles de réponses possibles a la méme probabilité d’apparaitre (hypothese d’équiproba-
bilité sur €2). Pour tout B C 2, on a alors :

~ CardB
~ CardQ’
En particulier pour B = {obtention d’au moins 16 bonnes réponses},

O+ Gy + Oy + Oy + C3 6196
o 220 920 T

220

P(B)

P(B)

0, 006.

Exemple 2.21 (controle de production). On préleve au hasard un échantillon de k pieces
dans une production totale de N pieces comprenant en tout n pieces défectueuses. Le
prélevement est sans remise (donc k < N). Cherchons la probabilité de :

A; ={il y a exactement j pieces défectueuses dans 1'échantillon}.

On prend pour §2 'ensemble de toutes les parties a k£ éléments d'un ensemble a N
éléments (ensemble de tous les échantillons possibles de taille k), F = P(Q) et P 1'équi-
probabilité sur €). 11 suffit alors de dénombrer tous les échantillons ayant exactement
J pieces défectueuses. Un tel échantillon se construit en prenant j pieces dans le sous-
ensemble des défectueuses (C? choix possibles) et en complétant par k — j picces prises
dans le sous-ensemble des non-défectueuses (C’]'i,__j# choix possibles). On en déduit :

k—j 0<g7 < n
Cicki S)] =
P(Aj):”C—kN—" i 0<j < K,
N k—7 < N—n.
Si I'une de ces trois conditions n'est pas vérifiée, P(A;) = 0.
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Remarque 2.22. Lorsque € est fini, la facon la plus simple de construire une probabi-
lité sur (2, P(£2)) est de choisir P({w}) = 1/ card Q. On parle alors d’équiprobabilité ou
de probabilité uniforme sur (Q, P(€2)). C’est la modélisation qui s’impose naturellement
lorsqu’on n’a pas de raison de penser a prior: qu'un résultat élémentaire de ’expérience
soit favorisé ou défavorisé par rapport aux autres. La situation est radicalement différente
lorsque €2 est infini dénombrable. Sur un tel ensemble, il ne peut pas y avoir d’équipro-
babilité. Imaginons que 1’on veuille tirer une boule au hasard dans une urne contenant
une infinité de boules ayant chacune un numéro entier distinct (et une boule par entier).
Soit {w;} I'événement tirage de la boule numérotée i (i € N) et p; sa probabilité. Par
o-additivité, on doit toujours avoir :
sz‘ = 1.

Mais si tous les p; sont égaux, la série ci-dessus contient une infinité de termes tous égaux
a po. Sa somme vaut alors +o00 si pg > 0 ou 0 si pg =0, il y a donc une contradiction.

Voici maintenant une caractérisation de toutes les probabilités sur les espaces au plus
dénombrables.

Proposition 2.23. Soit Q = {w;; i € I} un ensemble au plus dénombrable. La donnée
d’une probabilité sur (2, P(Q)) équivaut a la donnée d’une famille (p;);cr dans Ry telle

que :
Zpi =1

et des égalités
P({wz}) = Di, 1€ 1.

Preuve. En préliminaire, notons les faits suivants relatifs aux mesures de Dirac sur 2.

VweQ, 6,(Q) =1. (2.12)

si i # J,
sii=j.

Vijel, dn({w)}) = {(1] (2.13)

Soit P une probabilité sur (2, P(2)). Comme la tribu P(2) possede les singletons,
P({w}) est défini et fini (puisque majoré par 1). La mesure P est donc finie sur les
singletons et d’apres la remarque 2.10, ¢’est une mesure ponctuelle. Cela signifie qu’il
existe J C I (donc au plus dénombrable) et une famille {p;);c;} de R; telle que P =
Y ics Pidw,- On peut compléter cette écriture en posant p; := 0 pour ¢ € I\ J, pour

obtenir
P=> pd.,. (2.14)
el
En écrivant que P(€2) = 1 et en utilisant (2.12), il vient ) ., p; = 1. D’autre part on
voit grace a (2.13) que pour tout i € I, P({w;}) = p;.
Réciproquement, donnons nous une famille (p;);c; de réels positifs de somme 1 et
définissons la mesure P par (2.14). Grace a (2.12), il est clair que P(2) = .., pi = 1,
donc P est une probabilité. De plus pour tout ¢ € I, P({w;}) = p; en utilisant (2.13). O
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Exemple 2.24 (une probabilité définie sur (N, P(N))).
Soit a un réel strictement positif fixé. On pose :
—a k

VkeN, pp=- kf‘
On remarque que py est le terme général positif d’une série convergente :
I amagk
—e @ Z k| _ -1
k=0

Pour tout A C N, on définit :
A) =D "pe = mdi(A
keA keN

D’apres la proposition 2.23, P est une probabilité sur (N, P(N)). On l'appelle loi de
Poisson de paramétre a. Calculons par exemple P(2N) ou 2N désigne I'ensemble des
entiers pairs.

e @ ﬂ

Zpk Z 20)! _e_acha_%(l_i_e—m)‘

ke2N

Une conséquence de ce résultat est : si ’on tire un nombre entier au hasard suivant une

loi de Poisson, la probabilité qu’il soit pair est strictement supérieure a 5.

Exemple 2.25 (loi uniforme sur un segment). Prenons (2 = R, F = Bor(R) et rappelons

que A; désigne la mesure de Lebesgue sur R (cf. exemple 2.13). Soit [a,b] un segment
fixé de R. On définit une probabilité P sur (R, Bor(R)) en posant :

M(AN[a, b))  MN(AN(a,b])
M([a,b]) b—a ’

D’apres 'exemple 2.12, P est une mesure et comme P(R) = 1, ¢’est une probabilité. On
Pappelle loi uniforme sur |a,b]. Remarquons que pour cette probabilité, tout singleton
est de probabilité nulle (Vx € R, P({z}) = 0), ce qui résulte de la propriété analogue
de A\i. On voit sur cet exemple que la probabilité d’une union infinie non dénombrable
d’évenements deux a deux disjoints n’est pas forcément égale a la somme de la famille
correspondante de probabilités d’évenements. En effet,

1= P(lat) =P( U {1}) # D Plia)) =o0.

z€[a,b]

VA € Bor(R), P(A) = (2.15)

Exemple 2.26 (lois uniformes dans R?). On peut généraliser 'exemple précédent en
prenant au lieu d’un segment un borélien B de R?, i.e. B € Bor(R?), tel que 0 < \g(B) <
+00. On définit alors une probabilité P sur (R¢, Bor(R%)), en posant :
Ai(AN B)

VA € Bor(RY), P(A)= u(B)

(2.16)

Cette probabilité est appelée loi uniforme sur B.
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Nous allons donner maintenant une caractérisation de toutes les probabilités P sur
(R, Bor(R)). Comme le montre 'exemple de la loi uniforme sur un segment, il est illusoire
d’espérer caractériser ces probabilités par les P({x}). La situation est donc radicalement
différente du cas d'un espace € au plus dénombrable. Au lieu des P({x}), nous allons
utiliser les P(]a,b]), ou les P(] — oo, x]). Nous aurons besoin pour cela de la notion de
fonction de répartition.

Définition 2.27 (fonction de répartition). Soit P une probabilité sur (R, Bor(R)). On
appelle fonction de répartition de P, l'application

F:R—0,1], z~ F(z):=P(] —o0,z|).

P({c})

v

~
=
L
Q\

Fia. 2.3 — Une fonction de répartition avec une discontinuité au point x = ¢

Voici les propriétés générales des fonctions de répartition.
Proposition 2.28. La fonction de répartition F d’une probabilité P sur (R, Bor(R)) a
les propriétés suivantes.

a) F est croissante sur R.

b) F a pour limite 0 en —oo et 1 en +oo.

c) F est continue a droite sur R et a une limite a gauche en tout point x € R.

d) En notant F(z—) :=lim.)o F(z — €) la limite d gauche'® au point x, on a
Ve eR, P{x}) = F(z) — F(a—). (2.17)

De plus l'ensemble des x € R tels que F(x) # F(x—) est au plus dénombrable.

e) Si deuz probabilités Py et Py sur (R,Bor(R)) ont méme fonction de répartition F,
elles sont égales, i.e. Pi(B) = P2(B) pour tout B € Bor(R).

16. Cette notation est un peu abusive, puisqu’il ne s’agit pas forcément d’une valeur prise par la
fonction F'. Attention & ne pas confondre le « z— » dans F(z—) avec le « ™ » partie négative de .
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Preuve.

Preuve du a). La croissance de F' sur R est une conséquence immédiate de la croissance
de P pour l'inclusion (prop. 2.16 4). En effet si z < 2/, | — o0, 2| C] — 00, 2’|, d’ont

F(z) = P(] = o0, z]) < P(] — 00, 2']) = F(a').

Ainsi F' est croissante sur R. Il en résulte qu’elle possede une limite a gauche et une
limite a droite en tout point z de R (cf. cours d’analyse). O

Preuve du b). Comme F est croissante, elle admet des limites en —oo et +00. On iden-
tifie la limite en —oo (dont on connait I'existence) grace a une suite particuliere :

lim F(z)= lim F(—n)= lim P(] — oo, —n]).

r——00 n—-4o00 n—-400
On utilise la continuité séquentielle décroissante de P, i.e. la proposition 2.16 7 b) avec

B,, =] — 00, —n|, en vérifiant que :

N ] — oo, —n] = 0. (2.18)

neN*

En effet, soit z un élément de cette intersection. Alors x < —n pour tout n € N*

donc en passant a la limite, + = —o0, ce qui est impossible puisque z est un réel.
Donc cette intersection est vide et lim, o, P(] — 00,—n]) = P(0) = 0. La preuve de
lim, ., F(z) = 1 est analogue et est laissée au lecteur. O

Preuve du c). Soit x € R fixé. Comme on est assuré de l'existence de la limite a droite
de F en ce point, pour montrer que cette limite vaut F(z) et établir la continuité
a droite de F' en z, il suffit de vérifier que : F(z) = lim, ;o F(x + 1/n). Comme
F(x+1/n) = P(] — oo, + 1/n]), ceci résulte de la continuité séquentielle décroissante

de P appliquée aux événements B,, =] — 0o, x 4+ 1/n] en remarquant que :
1
N }—oo,a:—l——} =] — o0, z]. (2.19)
neN* n

En effet, pour tout y €] — 0o, z], on a y < = < x + 1/n pour tout n € N* et donc
Y € Npen+ By, d’ott |—00, z] est inclus dans U'intersection des B, (n € N*). Réciproquement
tout y dans cette intersection vérifie : Vn € N*, y < x + 1/n. Le passage a la limite
quand n tend vers l'infini conservant cette inégalité large, on en déduit y < x soit encore
y €] — oo, x]. Ainsi U'intersection des B,, (n € N*) est incluse dans | — oo, z], ce qui
acheve la vérification de (2.19). O

Preuwve du d). On remarque que pour tout z € R et tout n € N*,

P(]x—%,x]) — P(] —oo,x])—P(] —oo,x—lD :F(x)—F<x—l>.

n n

On vérifie d’autre part que :

{z} = N }m - l,x] (2.20)
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En effet, le premier membre de (2.20) est clairement inclus dans le second. Récipro-
quement, si y est un élément quelconque de cette intersection, pour tout n € N*,
r —1/n <y <z, donc en passant a la limite quand n tend vers l'infini, x <y <z d’ou
y = x. Ceci termine la justification de (2.20). Comme on sait que F' a une limite & gauche

au point z, on en déduit par continuité de P pour la suite décroissante d’événements
B, =]z —1/n,z] :

1
P — P(] ——,D:l‘ F(z) — F(z —1/n)) = F(z) — F(z—).
(ehy = tim P(Je—=.0]) =l (F() - Fle - 1/n)) = F) — F(a-)

Enfin, considérons la famille de réels positifs {P({z}), x € R}. Pour toute partie
finie K de R,

Sk =Y P({z})=P(K)<1.
zeK

Les sommes finies Sk étant ainsi uniformément bornées par 1, la famille est sommable
par la proposition 1.83 a). On sait qu’alors ’ensemble des éléments non nuls de cette
famille est au plus dénombrable, cf. proposition 1.85. O]

Nous admettrons le e), dont la preuve sort du programme de ce cours. O

Remarque 2.29. Les probabilités d’intervalles s’expriment facilement a l'aide de la
fonction de répartition. Il faut prendre garde aux extrémités. En général on a la égalités
suivantes pour une probabilité P sur (R, Bor(R)), de fonction de répartition F', avec a
et b réels quelconques tels que a < b,

P(]a,b]) F(b) — F(a), (2.21)
P([a,b]) = F(b)— F(a—), (2.22)
P(la,b]) = F(b—)— F(a—), (2.23)
P(]a,b])) = F(b—)— F(a), (2.24)

P(] — o0,a]) = F(a—), (2.25)
P(]b, 400]) 1 — F(b), (2.26)
P([b, +o0]) 1— F(b-) (2.27)

Ces formules n’ont pas a étre apprises par coeur. Elles se retrouvent avec un peu de
réflexion. Elles se simplifient lorsque F' est continue en a ou b. En particulier si F' est
continue aux points a et b, les 4 intervalles d’extrémités a et b ont méme probabilité.

Nous admettrons le théoreme suivant qui permet de construire toutes les probabilités

sur (R, Bor(R)).

Théoreme 2.30. Soit F' une fonction croissante et continue a droite sur R, ayant pour
limite 0 en —oo et 1 en +o00. Il existe une unique probabilité P sur (R, Bor(R)) telle que

Va,b € R, avec a <b, P(Ja,b])= F(b) — F(a).

Alors F est la fonction de répartition de P.
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2.5 Remarques sur le choix d’un modele

Envisageons la situation suivante « on jette deux dés ... ». Un événement élémentaire
associé a cette expérience est la sortie de deux nombres entiers distincts ou non compris
entre 1 et 6.

Une premiere modélisation consiste a choisir 2 =
{1,2,3,4,5,6}?, & prendre comme ensemble d’événements 123456
observables ¥ = P(Q) et a attribuer a chaque événement
élémentaire {(i,7)} la probabilité 1/36 (modele (1)). 11 est
commode de représenter 2 sous la forme d’un tableau a
36 cases correspondant chacune a un événement élémen-
taire. On peut alors définir la probabilité comme un rap-
port d’aires (modele (1)) : P(B) = Aire de B

~ Aire de Q°
(1) ou (1') est accepté d’autant plus facilement qu’on aura  pra. 2.4 — Modele (1)

précisé que les deux dés sont distinguables (par exemple

un dé rouge et un vert, ou deux dés blancs lancés chacun

sur une table différente). On peut ainsi distinguer ’événement A’ = {(2,3)} de 1'évé-
nement A” = {(3,2)} ou la premiere composante désigne le résultat du dé rouge. Aux
questions : quelle est la probabilité de 1’évenement A := {obtenir un 2 et un 3}, quelle
est celle de I'évenement B := {obtenir un double 6} 7 On répondra naturellement :

, " 1 1 1 1
P(A)=P{A'UA") = 26 + %6 13 et P(B)=P({(6,6)}) = 6"
Supposons maintenant que les deux dés ne sont plus
distinguables, par exemple jet de deux dés blancs sur une
méme table ou jet de deux dés de couleurs différentes,
I’observation étant notée sans tenir compte de la couleur.
Voici une modélisation possible. On ne considere comme
famille F d’événements observables que les parties symé-
triques de € ( i.e. invariantes par (i,j) +— (j,4)). Cela re- N
vient & remplacer 2 = {1,...,6}? par I'ensemble €, dont 123456
les éléments (et donc les événements élémentaires) sont de
deux types : les doubles et les paires de deux chiffres dis- F1G. 2.5 — Modele (2')
tincts. Alors F = P(Q) est constituée de 22' événements,
ce modele est moins riche en information que le précédent (2°° événements). On peut
raisonnablement penser que la couleur n’influe pas sur les résultats et attribuer pour
rester cohérent avec notre premiere modélisation la probabilité 1/36 aux doubles et 1/18
aux paires de deux chiffres distincts. On voit ainsi un exemple de situation pourtant
trés simple ou il n’y a pas équiprobabilité des événements élémentaires (modele (2)).
Remarquons la aussi que 'on peut donner une représentation géométrique de ce mo-
dele en repliant le carré le long de sa diagonale i = j. Les événements élémentaires
sont maintenant représentés par un carré ou un triangle et leur probabilité est définie
comme un rapport d’aires, il s’agit de la loi uniforme sur le triangle rectangle de c6té 6
(modele (2)).

Tk W N

Ce modele B

O Tl W N

236
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Un troisieme modele peut étre proposé et il sera sou-
vent adopté implicitement par des débutants a qui on aura
dit : on jette deux dés de méme couleur... On considere
21 événements élémentaires : les 6 doubles et les 15 paires
a deux chiffres distincts !”.

i

123456

O Tl W N

Q={1,2,...,6,12,...,16, 23,...26, 34,..., 56}
doagles dis‘:i;cts

— ¢ /
On prend comme ensemble d’événements observables F = FIG. 2.6 — Modele (3)

P(€2) ensemble des parties de 2. On définit la probabilité

P par I'hypothese d’équiprobabilité (modele (3)). On obtient une représentation géomé-
trique équivalente a 'aide de la figure 2.6. Les événements élémentaires sont représentés
par un carré et la probabilité est définie comme un rapport d’aires (modele (3')). Avec
ce modele, la probabilité d’obtenir un double six est la méme que celle d’obtenir un deux
et un trois et vaut %

On peut imaginer toute une liste d’excellents arguments qui militent en faveur des
modeles (1) et (2) contre le modele (3), par exemple : « on jette deux dés de couleurs
différentes et on les filme avec deux caméras, une couleur et 'autre noir et blanc... »,
« il y a deux facons d’obtenir 2 et 3 et une seule de faire un double 6 ».

Tous ces arguments relevent d’une analyse a priori de 'expérience et pas de la théorie
mathématique des probabilités. Chacun des modeles présentés ci-dessus a sa cohérence
comme objet mathématique. La question pertinente est : parmi ces modéles, lequel (les-
quels ?) représente(nt) le mieuz la réalité ?

Pour un physicien, ce qui fait la valeur d’'un modele est sa capacité a permettre la
prévision du résultat d’expériences. Ainsi certaines expériences sont « expliquées » par
la théorie de la relativité alors que leur résultat ne s’accorde pas avec la théorie de la
mécanique classique.

Si l'on se place dans le cadre des modeles (1) et (2), la loi forte des grands nombres
nous dit que si l’on jette les dés une infinité de fois, la fréquence d’apparition du double six
va converger ® vers 3—16 tandis qu’avec le modele (3) cette fréquence convergera vers % La
réalisation d’un grand nombre de lancers permet donc ici de constater que les modeles (1)
et (2) rendent mieux compte de la réalité que le (3). Une question importante est alors :
que faut-il entendre par grand nombre ? Cette question sera discutée ultérieurement.

2.6 Probabilités conditionnelles

2.6.1 Introduction

Comment doit-on modifier la probabilité que 'on attribue a un événement lorsque
I’on dispose d’une information supplémentaire ? Le concept de probabilité conditionnelle
permet de répondre a cette question.

17. La paire « 1 et 2 » est notée « 12 » ...
18. En un sens qui sera précisé dans le chapitre sur la loi des grands nombres.
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Par exemple, une fédération d’escrime regroupe N licenciés, dont Ny hommes et
Np = N — Ny femmes. Il y a N gauchers (des deux sexes) parmi tous les licenciés. On
choisit un individu au hasard. Notons :

G = {lindividu choisi au hasard est gaucher}

H = {lindividu choisi au hasard est un homme}

On note Ngny le nombre d’escrimeurs hommes gauchers. On a bien str : P(H) = Ng/N
et P(GNH) = Ngnu/N. Quelle est la probabilité qu'un licencié homme choisi au hasard
soit gaucher 7 On dispose ici d’une information supplémentaire : on sait que I'individu
choisi est un homme. En considérant les divers choix possibles d’'un homme comme
équiprobables, la probabilité cherchée est clairement : Ngny/Ny. Ceci s’exprime aussi
a 'aide de P(H) et de P(G N H) en remarquant que :

Nenw NP(GNH) P(GNH)

Ny ~ NP(H) —  P(H)

Par analogie, nous donnons dans le cas général la définition formelle :

Définition 2.31 (probabilité conditionnelle). Soit H un événement tel que P(H) # 0.
Pour tout événement A, on définit :

P(ANH)
P(H) ~

appelée probabilité conditionnelle de [’événement A sous I’hypothese H.

P(A|H) =

Remarquons que pour l'instant, il ne s’agit que d’un jeu d’écriture. On a simplement
défini un réel P(A | H) pour que :

P(ANH) = P(A| H)YP(H).

Ce qui fait l'intérét du concept de probabilité conditionnelle, c¢’est qu’il est souvent
bien plus facile d’attribuer directement une valeur a P(A | H) en tenant compte des
conditions expérimentales (liées a 'information H) et d’en déduire ensuite la valeur de
P(ANH). Le raisonnement implicite alors utilisé est : tout espace probabilisé modélisant
correctement la réalité expérimentale devrait fournir telle valeur pour P(A | H). ..

Exemple 2.32. Une urne contient r boules rouges et v boules vertes. On en tire deux
I'une apres 'autre, sans remise. Quelle est la probabilité d’obtenir deux rouges ?
Notons H et A les événements :

H = {rouge au 1 tirage}, A = {rouge au 2° tirage}.

Un espace probabilisé (Q,F, P) modélisant correctement cette expérience devrait véri-

fier :

i
P(H) = r+ov’
r—1

PALH) = ——
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En effet, si H est réalisé, le deuxieme tirage a lieu dans une urne contenant r + v — 1
boules dont r» — 1 rouges. On en déduit :

r—1 T
X .
r+v—1 r+wo

P(deux rouges) = P(ANH)=P(A| H)P(H) =

On aurait pu arriver au meéme résultat en prenant pour €2 ’ensemble des arrangements
de deux boules parmi r + v, muni de I’équiprobabilité et en faisant du dénombrement :

cardQ = A2, = (r+v)(r+v—1), card(ANH)=A2=r(r—1).
d’ou :
r(r—1)
(r+v)(r+v-—1)
Notons d’ailleurs que card H = r(r + v — 1) d’ou

P(ANH) =

P(H):cardH_ r(r+v—1) r

cardQ  (r+v)r+v—-1) r+v’

En appliquant la définition formelle de P(A | H) on retrouve :

_ P(AnH) r(r—1) r+v  r—1
PATH) = P(H) _(r—i—v)(r—l—v—l)x r r+ov—1

ce qui est bien la valeur que nous avions attribuée a prior: en analysant les conditions
expérimentales.

Remarque 2.33. Il importe de bien comprendre que I'écriture « A | H » ne désigne
pas un nouvel événement ' différent de A. Quand on écrit P(A | H), ce que l'on a
modifié, ce n’est pas I'événement A, mais la valeur numérique qui lui était attribuée
par la fonction d’ensembles P. Il serait donc en fait plus correct d’écrire Py(A) que
P(A | H). On conservera néanmoins cette derniere notation essentiellement pour des
raisons typographiques : P(A | Hy N Hy N Hs) est plus lisible que Py, npynms(A).

2.6.2 Propriétés

Proposition 2.34. Soit (Q,F, P) un espace probabilisé et H un événement fixé tel que
P(H) #0. Alors la fonction d’ensembles P(. | H) définie par :

P(.|H): F—10,1 B+~ P(B|H)
est une nouvelle probabilité sur (Q,F).

La preuve a déja été donnée a l'occasion de l'exemple 2.12. Une conséquence im-
médiate est que la fonction d’ensembles P(. | H) vérifie toutes les propriétés de la
proposition 2.16.

19. En fait cette écriture prise isolément (sans le P) n’a pas de sens et ne devrait jamais étre utilisée.
Le symbole | ne représente pas une opération sur les événements qui ’entourent.
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Corollaire 2.35. La fonction d’ensembles P(. | H) vérifie :
1. PO|H)=0,PQ|H)=1etsiADH, P(A| H) = 1.

2. Siles A; sont deux a deux disjoints :
u A | H) = ZP (A; | H).

3. Pour tout B€ ¥, P(B°| H)=1— P(B | H).
4. Pourtous AcF etBeF, siACB, P(A|H) < P(B| H).
5. Pour tous A€ F et BeTF,

P(AUB | H)=P(A|H)+P(B|H)— P(ANB | H).

6. Pour toute suite (A;)i>1 d’événements :

1eEN*

P(U A H) < JiOP(Ai]H).

7. 8B, B, P(B,| H)1 P(B|H), (n— +).

8 Si1C,1C, P(C,|H)| P(C|H), (n— +0c0).

Nous n’avons vu jusqu’ici aucune formule permettant de calculer la probabilité d’une
intersection d’événements a ’aide des probabilités de ces événements. Une telle formule

n’existe pas dans le cas général. Les probabilités conditionnelles fournissent une méthode
générale tout a fait naturelle pour calculer une probabilité d’'intersection.

Proposition 2.36 (régle des conditionnements successifs).
Si Ay, ..., A, sont n événements tels que P(A1N...NA,_1)#0, ona :

P(AlﬂﬂAn) = P(Al)P(AQ |A1)P(A3 |A10A2> X
X P(Ay [ A D0 Any).

n—1 7
Preuve. Pour 1 <i<n-—1,0na .ﬂl A C .ﬂl Aj; d’ou :
]: ]:
n—1 )
0<P('n4;) < P(N04).
Jj=1 J=1

Donc P( ﬁ A ) n’est nul pour aucun ¢ < n — 1 et on peut conditionner par I’événement

ﬂ A;. Ceci légitime le calcul suivant :
=1

P(Al)P(AQ |A1)P<A3 |A1ﬂA2) X X P(An | AlﬂﬂAn_l)
P(A1NAs)  P(ArN Ay As) P(AiN...NA,)
= P(A
A =y " " Pana) PN A

apres simplifications en chaine de toutes ces fractions. n

Ch. SuQuET, Cours I.P.E. 2007 75



Chapitre 2. Evénements et Probabilités

Les probabilités conditionnelles permettent aussi de calculer la probabilité d’un évé-
nement en conditionnant par tous les cas possibles. Du point de vue ensembliste, ces cas
possibles correspondent a une partition de €.

Définition 2.37 (partition). On dit qu’une famille (H;);e; de parties de §2 est une
partition de € si elle vérifie les trois conditions :

~Viel, H, £0.
- Q=uUH,
i€l

— Les H; sont deuz a deux disjoints (i # j = H;, N H; =0).

Proposition 2.38 (conditionnement par les cas possibles?”).
(1) Si H est tel que P(H) #0 et P(H®) #0, on a

VA€ F, P(A)=P(A|H)P(H)+ P(A| H)P(H®).

(13) Si Hy, ..., H, est une partition finie de ) en événements de probabilité non nulle,
VAeF, P(A)=> P(A|H)P(H).
i=1
(14i) Si (H;)ien est une partition de Q) telle que Vi € N, P(H;) # 0 :
+o0
VA€F, P(A)=> P(A|H)P(H).
i=0

Preuve. 11 suffit de vérifier (iii), les deux premieres propriétés se démontrant de fagon
analogue. Comme (H;);cn est une partition de €,

A=AnQ=An(U H;) = U(ANH,)

ieN 1€EN

et cette réunion est disjointe car les H; étant deux a deux disjoints, il en est de méme
pour les (AN H;). Par conséquent par o-additivité :

P(A) :§P<AmHi):§P(A|Hi)P(HZ‘)'

[]

Lorsqu’on a une partition de €2 en n hypotheses ou cas possibles H; et que 1’on sait
calculer les P(H;) et les P(A | H;), on peut se poser le probléme inverse : calculer
P(H; | A) a l'aide des quantités précédentes. La solution est donnée par la formule
suivante quelquefois appelée (abusivement) formule des probabilités des causes.

20. ou formule des probabilités totales.
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Proposition 2.39 (formule de Bayes).
Soit A un événement de probabilité non nulle. Si les événements H; (1 < i < n)
forment une partition de Q0 et si aucun P(H;) n’est nul, on a pour tout j =1,...,n :

_ P(A| Hj;)P(H;j)
P(H; | A) = S P(A| H)P(H;)

Preuve. Par définition des probabilités conditionnelles on a :

_ P(ANH,) _ P(A| H)P(H)
PULTA ="~ )

Et il ne reste plus qu’a développer P(A) en conditionnant par la partition (H;, 1 <i < n)
comme a la proposition 2.38. O]

La méme formule se généralise au cas d'une partition dénombrable. Ces formules sont
plus faciles a retrouver qu’a mémoriser. . .

2.6.3 Quelques exemples

Exemple 2.40. On considere deux urnes U; et Us. L'urne U; contient ry boules rouges
et v; boules vertes. L'urne Uy contient r5 boules rouges et vy boules vertes. On lance un
dé. S’il indique le chiffre 1, on choisit 'urne Uy, sinon on choisit U,. Dans chaque cas on
effectue deux tirages avec remise dans I'urne choisie. Quelle est la probabilité d’obtenir
une rouge au premier tirage ? deux rouges en tout ?

Adoptons les notations d’événements suivantes :

R = {rouge au 1* tirage}, R’ = {rouge au 2° tirage},

H,; = {choix de 'urne U,}, Hy = H{ = {choix de I'urne U,}.

Il est facile de calculer directement P(R | H;) et P(RN R’ | H;) pour i = 1,2. En effet,
une fois I'urne U; choisie, on a un probleme classique de tirages avec remise dans la méme
urne que l'on peut traiter (par exemple) par le dénombrement. On a ainsi :

T

P(R| 1) =

P(RNR | H;) = (n : vi)Z.

La formule de conditionnement par la partition {H;, Ho} donne :
P(R) = P(R|Hy)P(H,)+ P(R| Hy)P(Hs)
1 (a1 5 T2
= + —
6 7o + vy

6 1+ U1
et

P(RNR) = P(RNR'|H)P(Hy)+ P(RNR'| Hy)P(Hy)

B e
6 \r; + 0y 6 \ry+vy/
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Exemple 2.41. Un questionnaire a choix multiples propose m réponses pour chaque
question. Soit p la probabilité qu’un étudiant connaisse la réponse a une question donnée.
S’il ignore la réponse, il choisit au hasard I'une des réponses proposées. Quelle est pour
le correcteur la probabilité qu’un étudiant connaisse vraiment la bonne réponse lorsqu’il
I’a donnée ?

Notons :

B = {létudiant donne la bonne réponse}

C = {l'étudiant connait la bonne réponse}

On cherche P(C' | B). Avec ces notations, les données de I’énoncé peuvent se traduire
par :

1
P(C)=p, P(C%=1-np, PB|C)=1, PB|C%= p—
On en déduit :

P(C|B) = %
_ P(B|C)P(C)
~ P(B|C)P(C)+ P(B | C¢)P(C¢)
1xp mp

Ixp+Li(l—p) 1+ (m—1)p

Pour p fixé, P(C' | B) est une fonction croissante de m, les deux bornes étant P(C' |
B)=p(casm=1)et P(C'| B) — 1 (m — +00). D’autre part pour m fixé, P(C' | B)
est une fonction croissante de p. On a pour p > 0 :

P(C'| B) m

== 217
P 1+ (m—=1)p

I’égalité n’étant possible que pour p = 1. Tout ceci est conforme a I'intuition.

Exemple 2.42. Un test sanguin a une probabilité de 0,95 de détecter un certain virus
lorsque celui-ci est effectivement présent. Il donne néanmoins un faux résultat positif
pour 1% des personnes non infectées. Si 0,5% de la population est porteuse du virus,
quelle est la probabilité qu’'une personne ait le v